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156. L’Intgrale de Denjoy et l’Int$.gration
au Moyen des Espaces Rang.s. I

Par Shizu NAKANISHI
(Comm. by K. KUNUG, M.J.A., Nov. 12, 1956)

En utilisant la mthode des espaces ranges, Prof. K. Kunugi a
largi la notion de l’intgrale dans la Note "Application de la mthode
des espaces ranges la thorie de ’"ntegraton. I" Le but de ces
Notes est de montrer que l’intgrale au sens de Denjoy (Denjoy-
Perron) peut tre considre d’au point de vue de cette notion.

Dans cette Note, nous allons surtout montrer que, pour qu’une
fonction f(x) soit intgrable au sens de Denjoy, il faut et il suffit
qu’il existe, dans l’espace rang e,) une suite fondamentale u--[u},
u--%,(f) (n-O, 1, 2,...), jouissant de la proprit P’ (qu’on donne plus
bas) et telle qu’on ait limf(x)--f(x) presque partout dans l’intervalle

[a,b.
Nous nous conformons, saul indication contraire, / la notation et

la terminologie de la Note de Prof. K. Kunugi.
Dfinition 1. Nous dirons qu’une suite fondamentale u--[u},

u--V(F, ,; f) (n--0, 1, 2,...), jouit de la proprit P’ si elle satis-
fait aux conditions suivantes a) et ):

a) On peut poser, pour tout n (n-0, 1, 2,...),
A+ + +

oh p(x), r(x) sont des fonctions en escalier satisfaisant, outre qu’elles
satisfont aux conditions [1, [2 et [3,) aux conditions suivantes:

a.1) On a ]p(x) idx<2-/ (n-0,1,2,...).
m----0

CFn+ 4)

or.2) Pour tout systme lmentaire) d’intervalles I (i--1,2,..., i0)
tel que /F0 pour tout i, on a

1) K. K’anugi: Application de la mghode des espaees ranges la thgorie de
l’intggration. I, Proe. Japan Aead., 31, 21g-220 (1996).

2) Voir K. Kunugi" Loe. eit.
8) Elles dsignen les conditions [1], [.’i el: [8] qui sont donnges darts la Note de

K. Kunugi: Loe. eit., e-i-d. [1] r() s’annule pour tout

On a ]pn(x) dx < 2-n. [3] On a rn(x)dx

4) Pour un ensemble de points quelconque M, CM ddsigne le compl4ment de M
pour l’intervalle [a, b].

5) On dit qu’un systme d’intervalles est dl4mentaire, lorsqu’il est compos4 d’un
hombre fini d’intervalles n’empidtant pas les uns sur les autres.
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a.3) On a
=0 f ]r(x) ldx<:2-n+ (n=0,1,2,...).

CFn+

/) On a FnFn/ (n--0,1, 2,. .) et [_J Fn--a,b.

Puisqu’on a, pour toute suite fondamentale, f:-f:+, on peut
prendre pour p:(x) et r:,(x) la fonction 0. Donc, nous convenons
dornavant que p:(x)-r(x)-O pour tout n.

Lemme 1. Pour toute suite fondamentale u-- u }, u, V(F,, ,
f) (n--O, 1, 2,...), nous avons presque partout dans l’intervalle [a, bJ
lim f(x)=A(x)+ p(x)+ r(x), o p(x), rn(X) sont des fonctions

n=O n=O

en escalier satisfaisant aux conditions 1, [2 et [3.
Dmonstration. Puisqu’on a mes (F--Fn+)--O pour tout n ) et

qu’on a lim (mes (a, bj--Fn))--O, il y a, pour presque tout x e [a, b,

un nombre naturel no(X) tel qu’on ait x eFn pour tout n>no(X)et
ensuite qu’on ait d’aprs la condition [1, r(x)-O pour tout nno(X).

m-1 0(x)
Nous avons donc, pour tout m> no(X), f(x)-A(x)+ p,(x)+ r(x).

n=O n=O

De plus, on a dj su que f(x) tend vers une fonction presque
partout.) 0n verra donc le rsultat voulu.

Thorme 1. Toute suite fondamentale qui jouit de la propri$t$
P’ u- [u}, u,= V(Fn, ,; f,) (n-O, 1, 2,...), permet de dfinir le
hombre I[us comme une limite d’une suite des intdgrales lebes-

guiennes: I u:] lim fl f(x)dx, f(x)-- lim f(x).
F,

Dmonstration. Soit e un nombre positif quelconque. Puisque

I[--lim f()g, il y a un hombre naturel ’(s) tel que

IfIu?-- f(x)dx < -- pour tout n>n’(e). 1 )

Puisque limf(x)dx-_f(x)dx pour tout F ) il y a un nombrem

naturel n"(m, e) tel que

f 3 n’f(x)dx--] f(x)dx < pour tout n ’(m, ). ( 2 )
Fm Fm

Soit n0 un hombre naturel tel que n0>max (n’(s), n"(m, ), m). Soient
p(x), r(x) (i-0,1,2,...) des fonctions en escalier satisfaisant

la condition a). 0n a alors,

6) Voir K. Knugi L;c.-ci7
) Voir K. Kunugi: Loc. cir.
8) Voir K. Kunugi: Loc. cit.
9) Voir K. Kunugi" Loc. cir.
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 o-lf 1-+ o pi(x)dx + ri(x)dx < max fo(X) mes(CF)+ P(x) ldx
i=O

CF, CFm CFm

CF CFt CF

CF
n’i p()id< 2-’ < 2-(-. D’aprs la condition .3), on a

=

f < -,. D6signons ar (k-l, 2,.-.) la suite des

intervalles eontenus dans [,b eontigus l’ensemble ferm6 N.
Puisqu’alors N @ 0 (k-- 1, 2,...) pour tout i 2, on a d’args la

d CF

On a done fo(X)dx-- fo(X)dx < max fo(x)[" mes (CF) + 2-’ +
-’-+-’+-(’’-. Cons6quemment, il y a un hombre naturel too(S)
tel qu’on air our tout m mo(s),

m too(S).

pour tout

Dmonstration. Soient n un nombre naturel quelconque et
(i=1,2,..-,i0) un systme 414mentaire d’intervalles quelconque tel

que F0 pour tout i. Soit m un nombre naturel tel que mn.

Selon le Lemme 1, on a If f(x)dx’ <--If fo(x)dx

Lemme 2. Soit u-[un}, u-V(,, v; fn) (n--O, 1, 2,...), une suite

fondamentale qui ]ouit de la proprit P’. Posons lira fn(x) f(x).

Alors, quel que soit le systme glgmentaire d’intervalles (i= 1,2,-.., io),
la condition tc Fn 0 (i--1, 2,..., io) entrane

f(x)dx < max fo(X) l" mes (CF)+2--’
(Fm+I-Fn) .=1i
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plus on a J fo(x)dx max f0(x) ]" mes (F/1--F) [J i},
(Fm+l-Fm) 1 U a

et on a d’aprgs les conditions .1) et 2, p()d
(Fm+l-Fm) i

-lf fp(x) dx + p(x) dx
=o

Puisque, our tou )m,f()--O si F,, on a

f + f
(Fro+1-F,) i (Fro+1-F) R (Fro+1-F)

lf _ifD’aprs la condition a.3), on a r(x)dx [r(x)[dx
(Fm+ Fro) Ui

on a ( ]r(x)]dx<2-+1.2-,. et
CFm+

Soit J (k-1, 2,...) la suite des intervalles contenus dans l’ensemble

contigus l’ensemble ferm F (). Puisque F.0 pour tout i,

et que la suite F est monotone croissante, on a F 0 pour tout
i. Par suite, J F0 pour tout k. D’aprs la condition a.3), il en

r6sulte que ()g -’. Done, uisqu’on a (N,--N) U-

fJ--(--F+), on voit que r(x)dx r(x)dx
(Fm+ 1-)

+f [r(x)ldx<2-+2-+x 2-(-).

CFm+

on a pour tout mn, f f(x)dxConsquemment,

< max ]f0(x)].mes [(F+--F)] + 2-(-). I1 s’ensuit qu’on a le

rsultat voulu.
Nous avons aussitSt du Lemme 2 le
Thorme 2. Soit u= {u], u- V(Fn, ,; f,) (n--O, 1, 2,...), une

suite fondamentale qui jouit de la propriStd P’. Posons lira fn(X)-- f(x).
Alors, pour tout intervalle contenu dans [a, b, il y a toujours la

limite de la suite des intdgrales fl f(x)dx" lim fl f(x)dx.
Fm Fm
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Thorme 3. Soit u- [un}, u,,- V(Fn, , fn) (n-- O, 1, 2,...), une
suite fondamentale qui jouit de la propri$t5 P’. Posons lim f(x)-f(x).
Alors, la fonction f(x) est int5grable au sens de Denjoy et on a

=(D).
D6monsgration. Nn vertu du h6orgme 2, nous ouvons oser

I[, --limf f()g our out intervalle eontenu , b}. Alors,
N F

on voit aussit6t que la fonction d’intervalle I[, u] est fini-additive.
Posons an=max [f0(x)].mes(CF,)+2-’’- Alors, {a,} est une

suite des nombres telle que a,# 0. Soit z une suite des nombres
quelconque telle que e# 0. Soit {a,} une suite partielle de Jan} telle
que a<e pour tout j. Alors, la suite partielle [F} de {F,} possde
les proprits suivantes: 1) Elle est une suite non-dcroissante
d’ensembles ferms de total [a, b]. 2) f(x) est sommable sur tout F.
3) Pour un systme lmentaire d’intervalles quelconque (i=1,2,-.-,

io

fi0), si NF0 pour tout i, on a i[, u]-- f(x)dx < .
Fnj

D’aprs la condition ), on a 1). Par la Note de Prof. K. Kunugi,
on a dj su la Proposition 2). Pour 3), on a

N Fnj

f(x)dx+ f(x)dx f(x)dx
J N (Fm+I-F) U NN Fnj Fnj

On a done, en vertu du Lemme 8, I,- f()g

< max f0()l.mes(N)+ 2-(’- -<s.Cons6quemment, f() est int6grable au sens de Denjoy et on a

I[,b, =(D) f()g.o, Puisque, selon le h6orgme 1, I--lim

f()g-I[a,b, , il r6sulte que I[--(D) f()g.

--{}, --v(f) (--0, 1, ,...), telle q’o air limf()--f()

10) Voir S. Enomoto" Sur une totalisation dans les espaces de plusieurs dimensions
I, Thdorme 5, Osaka Math. J., 7, 69-102 (1955).
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partout dans l’intervalle [a, b:] et qu’on ait I[u--(D). f(x)dx.

Dmonstration. Puisque la fonction f(x) est intgrable au sens
de Denjoy, il y a une suite non-dcroissante d’ensembles ferms F
(n=0, 1, 2,.--) possdant les proprits suivantes:"
1) On a [_JF--[a, b et F00.

n=0

2) f(x) est sommable sur tout F.
3) Pour un systme lmentaire d’intervalles quelconque L (i=1,2,’",

i0), si IF,O pour tout i, on a (D) [f(x)dx [ f(x)d

Posons s(x)-Co(X)).f(x) et t(x)-C_,_(x).f(x) pour tout
n-l, 2,.... Alors, on a, pour la fonction s(x), une suite des fonc-
tions en escalier s(x) (j=0, 1,2,.-.) telle qu’on ait presque partout

lim()=() et qu’on air I()-()!<-(+ our tout j.

Comme N,_ est un ensemble ferm6, on a, our route fonetion t(),
une suite des fonetions en esealier t2( (j=l, 2,...), qui s’annule our
tout apartenant N_ et telle qu’on air resque artout lim t()

=t() et qu’on air t()--t() g< -(** our tout j.

ais, nous ouvons voir de plus que l’on eut ehoisir, en utilisant
la m6thode d’induetion, une suite non-d6eroissante d’ensembles ferm6s
N (=0, 1,2,...) qui jouit, outre qu’elle jouit des rori6t6s 1), 2)
et 8) ei-dessus, des rori6t6s suivantes:

on a f () g < -, et on a our tout -1, ,...,4) Pour0
j=0

j=0
CFn + CFn+

5) 0n a mes(CF=) < 2-+) (n=0, 1,2,...).
Posons maintenant, F F+ F et , n pour tout n 0,1, 2,-.

Posons A(x)=f(x)=So(X) et f=(x)=f2=+(x)=f2_(x)+p=_(x)+r_(x)
pour tout n=l, 2,..., off p(x)=s(x)--So(X), p,(X)=(Sn+(X)--S(X))+

(tn%(x)--t(x)) pour tout n=l, 2,... et r2n+(x)--t](X) pour tout
m=l

n=0,1,2,.... Alors, on voit que u={u=}, u=V(F:,,;fn) (n=
0,1,2,...), est une suite des voisinages qui jouit des propri6t6s
voulues dans ce th6orme. Cette d6monstration sera donn6e dans la
note prochaine.

11) Voir S. Enomoto" Loc. cit., Thdorme 1.
12) Pour un ensemble des points quelconque M, Cz(x) ddsigne la fonction carac-

tdristique de l’ensemble M.


