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111. Hypoellipticitd.

Par Shigeru MIZOHATA et Yfisaku HAMADA
(Comm. by K. KuNucI, M.J.A., Oct. 13, 1958)

1. Introduction. Dans sa th6se [2], M. HSrmander a caract6-
ris6 l’op6rateur hypoelliptique K coefficients constants. Depuis plusieurs
r6suItats ont 6t6 obtenus propos de cette extension K des op6rateurs
/ coefficients variables, en supposant au moins que ces op6rateurs
soient ponctuellement hypoelliptiques. Or, M. Malgrange a obtenu un
r6sultat remarquable [3] que voici:

Soit P(x, D) un op6rateur diff6rentiel coefficients ind6finiment
diff6rentiables, d6fini dans un ouvert /2R, satisfaisant aux condi-
tions: 1 pour tout point a[2, P(a, D) est hypoelliptique; 2 tousles
op6rateurs tangentiels P(a,D) attach6s / chaque point a/2 sont
6quiva]ents entre eux (c’est-K-dire que, soient a et b deux points
quelconques de tg, alors P(a, D) est plus fort que P(b, D) et inverse-
ment, dans la terminologie de HSrmander).

Cette Note a pour but de d6montrer ce r6sultat, au point de vue
de la m6thode de la param6trix, dont le raisonnement l’un des auteurs
a indiqu6 pour l’op6rateur elliptique dans [4]. Cette Note ne contient
donc rien de nouveau. Mais le raisonnement que nous allons montrer
en bref, sugg6rera comment chercher une plus large classe des op6ra-
teurs hypoelliptiques.

2. Polynomes complets de type local. Notre point de d6part
est le fait suivant:

Lemme 2.1 (HSrmander). Soit P() un polynome complet de
type local d’ordre m_l. Alors il existent deux hombres positifs c
et d tels que, pour R assez grand, on ait inf -- _c [ pour

$ >_R, oh V est l’ensemble des eC tels que P(5)-O.
Nous avons alors, pour S eR, le
Lemme 2.2

C C -/

ii) P(")() < M iI-:
pour _R, oh M est une constante positive.

Dmonstration. Soit e V, et considrons
m(,)

P(+t)--A(, 7) (t--tr(, )), on a alors
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dp(+vt)/p(5+Vt)_ . 1 Prenons V-V()--(O, O, ..., i, O,
d$ t--tr(, V)

", 0), en posant dans cette relation t--0, on a
3 p()/p()_ x 1

-(, v)
Compte tenu de t(, V")[ dis (, V), on a, pour 8 veeteur eomplexe

tel que [8 ][,
c [.t($+ O, V") >- dis (. + 8, V) > dis (, V)-- 8 [

On a done
2m 1 c(2.1) P(5)/P(5) off 5eC", [5--$[ 15 [*, i$[R,

m 6rant l’ordre de l’op6rateur P.
Or, la formule de Cauchy:

f 1

v
x dz dn,

off C=(c, ..., c=) est le polydisque de centre ($, "’’,$n) avec rayon

r=--[ montre, compte tenu de (2.1),
2 "

3 35 < sup P()/P(5) <,.

Cela suffit de montrer la deuxime partie du lemme. En effet,
3p p

P()/P()- PIP De proche en proche,

on aura l’in6gali6 demand6e.

P(). O o

pour [2 R, o est une constante positive satisfaisant d l’indgalitd
(2.).

D$monstration. La formule
P(+O) 1+ () montre que, si l’on prend un >0 de
P() P() ’manire que, par exemple,

(2.5) M , on aura, en vertu du lemme 2.2,
{a; alum}
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< 1
P($)

pour 8 <-!$ , I$ >-R. C’est--dire que

(2.6) -]}p()-"
Alors, la formule de Cauchy:

P()
off C=(c,...,c,,)est le polydisque autour du ($, ...,$) de rayon, montre l’ingalit eherehge. En effet, max () < max i()l

minle()l
et !() rendra son maximum en un oing rel o, o ;
eomte tenu de (2.6), on a done (.).

En eombinant ee lemme avee le lemme 2.2, on a le

Soit P() un autre olynome eomplet de type local, qui est lus
faible que P(). Nous pouvons alors faire P() le mgme raisonne-

ment que nous venons de faire () () tant un mon6me.

Soient e’, ’, R’ les eonstantes our P() darts le lemme .1. Nous
nous bornerons 6noneer le rsulta:

Lemme

d"= min (d, d’).
5. Consuctioas des param6trix. Nous voulons indiquer brive-

ment la m6thode de la construction des param6trix. Envisageons
l’op6rateur diff6rentiel P(x, D) coefficients ind6finiment diff6rentia-
bles, qui au voisinage du point x0 puisse tre mis sous la forme;
(3.1) P(x, D)=P(xo, D)+ a(x)q(D), oh

1 P(xo, D) est hypoelliptique,
2 a (x)ea, a (x0)=0,
3 les op6rateurs sont des polynomes de derivation, dont les poly-
nomes associ6s Q($) satisfont la condition de la forme (2.8) au cas
a=0, i.e. de la forme (3.3).

Remarquons que cette hypothse est toujours v6rifi6e pour l’op6-
rateur que nous avons 6nonc6 au d6but de cette Note 3, p. 297.

Sous cette hypoth6se, on peut construire des param6trix E(),
semi-r6guliers deux cSt6s, telles que

(3.2) P(x, D)E()=_,+w(x, ),
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par le procd que nous avons indiqu dans [4]. Donnons quelques
lggres modifications faire. D’abord, on doit tendre l’espace *,
dfini lh-dedans, l’espace suivant:
Dfinition. Espace t?, d O, < s< + f s, si x’

xfeD’ pour tout 0. Nous le munissons de la topologie
suivante: fO dans 9, si x’...x,fO dans D2, pour tout
,0.
D’ofi
1) a() e, f 9, l’application: (a(x), f)
est continue.
2) a(x)o, f[2, alors (a(x),f)a(x)f de 0X dans + est
continue.
3) Soit ouvert tel que
est continue, oh f-restriction de f

Nous n’en donnons pas la d6monstration, qui serait presque la
m6me que dans [5J. Nous utiliserons, au besoin, la formule de d-
composition:

(N) a(x)-- c,x,

Nous utilisons la solution 616mentaire E--E+E(x), construite

--( 1 ), et E(x) est unepar HSrmander 2, p. 224J"
fonction entire. On a alors la

Proposition 3.1. Pour a(x) e quelconque,

a(x)E9-E-I1 suffit de dmontrer cette proprit pour E. Or

La distribution entre crochet devient 3 + combina-

tions liniaires de diverses couches (multiples) portes sur ]a sphere

I -R. Le ]emme 2.4. achve la dmonstration.
Proposition 3.2
Soit Q(D) un polynome de ddrivation, satisfaisant g l’in5galitd

de la forme:

lel R,

alors, pour a(x) quelconque fi , l’application:
f (x)EQ(D)f. est continue de darts lui-mme.
Dmonstration. I1 suffit de montrer cette propri6t6 pour E--E.

(Q()) (), d’ofiOr, Q(D)f,E---> - ,,1>



486 S. MIZOHATA et Y. HAMADA [Vol. 34,

XI xnQ(D)f,ElJ-->
+combinaisons linaires de diverses couches potties par II--R.

c. q. f. d.
Enfin,

(3.1’) P(x, n)-- P(xo, D)+ Q(D)a(x).
D’ofi, en vertu de la proposition 3.2, le procd de la construc-

tion des paramtrix pour l’op6rateurs P(x, D) est justifi.
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Note ajout6e pendant la correction des 6preuves. M.L. HiJrmander a publi6
sa dmonstration au Communication, Pure and Applied Mathematics, 2, 197-218 (1958).


