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(Comm. by K. KUNUGI, M.J.A., Dec. 12, 1958)

1. Introduction. On va envisager les équations anti-paraboliques
de la forme:

1,1 ,t)=
1) <dt+2a”( t)aaj >u(act) 0
ou les coefficients a,,(x,t) sont & valeurs réelles, et

1,2) Sla(x, t)é,6,>6%|&[%, 6>0, pour zeR", 0<t<h.

Notre but est de démontrer que ’équation d’évolution (1,1) a au
plus une solution pour le probléme de Cauchy pour l'avenir.” Ce
résultat est une conséquence immédiate de [7]. Notre résultat est
limité & ’équation (1,1), et pour des équations paraboliques plus
générales, la question est hors de notre portée.

2. Pour simplifier le raisonnement, on suppose que les coefficients
a,,(x,t) sont des fonctions continuement différentiables en ¢ & valeurs
dans B;? les autres coefficients sont mesurables et bornés. D’apres

le lemme de Garding (voir [4, pp. 123-126]), il existe une constante
B>0 telle que,

@1) 1(AGz, 8, D)= Byullzs =5 1|1yl
pour toute w(x)e Di:, o A(x,t, D)= a,,(x, t) axa;x , 0<t<h.
(A

(1,1) deviendra alors, en désignant
(2,2) a(P(t))=A(w, t, i2)| 2] ",

2.3) T“;lt.u(t)+(1:>(t)/12—,9)u(t)=1_fz(u).

On a alors (voir [7, Lemme 2,1]) le

Lemme 2,1. Soit u(t), 0<t<h, une fonction continuement dif-
Sférentiable en t a valeurs dans L* telle que 1*u(t) soit continue.”* On
suppose que u(t) sannule & t=0 mais ne s’annule identiquement dans

1) Dans le cas ol les coefficients sont indépendants de ¢, ce probleme est résolu
par K. Yosida [8], voir aussi [1].

2) Pour le Théoréme, on n’a qu’a supposer B au lieu de B; B? est l'espace des
fonctions 8 fois continuement différentiables bornées avec leurs dérivées jusqu’a 'ordre
3, muni de la norme: lMZS:‘sgplD"‘j(ac)l.

3) Cela équivaut & dire que toutes les dérivées spatiales de u(t) d’ordre<2, sont
continues en ¢ & valeurs dans L2
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aucun voisinage de t=0, on a alors

(A) To= [ et -Lutt)+ [P~ pluct) | at
2(0—1)2I2+I2/n—a(—II’;—>-—o< ”i : >

v 2= * 2t ey — L P 2__ 2
2 o ||ull*dt, o on || (P@)A2— Bu||*dt.
0 0

Pour la démonstration, on utilise le

Lemme 2,2. Soit H un opérateur d’intégrale singuliére tel que
o(H)=h(z, 2)eCy, on peut alors exprimer

1) A*H=HA*+H A*-*+ H,,

2) AH*=H*A*+H{A*"*+H/, si f>p+n+1,?
owt H,, Hy,, H/, H] sont des opérateurs bornés de L* dans lui-méme.

Démonstration. Limitons-nous & démontrer 1), car 2) se démontre
de la méme maniére. Dans le cas ol p est pair, la démonstration
est trés simple. Notre démonstration—qui est un peu compliquée—est
done essentiellement consacrée au cas ol p est impair. Soit

o(H )=a0(x)+y§anm(x)Ynm(E). (on désigne & au lieu de z).

Occupons-nous du cas simple: o(H)=a(x)Y(€), ou Y(£) est 'un des
Yom(8).
Dans ce cas, (AP H—HA?)f =(A7a(x)Y —a(x) Y A?) f =(A*a(x)—a(x)4*) Y f.
Posons
(2’4) Yfzﬁﬁ(x)'
En décomposant, A(¢)*=|¢|P=a(®)|¢|?+[1—a(&)]|&|?=ANE)+ 45©), ot
a()e 9 est une fonetion qui vaut 1 au voisinage de lorigine. Notons
que dans la notation ./1;9(5), p ne signifie plus la pi®me puissance.

Notons la distribution A?».;I?(E). En décomposant alors l'expression
plus haut en

(2,5) (Mra(x)— a(x) A7)+ (Aalx) — alx) A3),
on voit que le premier terme est un opérateur borné; plus précisément,
(2,6) l| Ata(@)ell, || a(x)42e || <sup|a(@)|-sup]| 4E)]-[l ]|

Envisageons le deuxiéme terme:
@7 (fa@)—a@) 1) o@)= [ 45(a—1)[a@®)—a@)]e(v)dy

ol lintégrale est & prendre au sens de distribution.
Développons a(y)—a(x) autour du «:

OL(y)—a(ao):l > —%Q(y—x)%mz_mﬂ%ﬂ(y—x)”,

v <m—1

ol m est un entier que nous allons déterminer (pour la démonstration

4) Dans le cas ol p est pair, B=p+1. Notons que ces conditions sont des condi-
tions suffisantes (on pourrait les améliorer).
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détaillée, voir [6, pp. 223-227]).

(2,7) s’écrit

D’ v

—f,(”—) f (y—2)* A3z —y)e(y)dy

lvl<m—1

+ 5 [LEOU=D oy
|v]=m p!

Envisageons la premiére partie:

) . ___1‘ 7 g\ _ o )
v @) 5> (~ 5 ) (o) I-a@lleP=4)lcl,
donc la premiére partie s’écrit
(2,8) Mg;n_l(_l)lpl_g_%)_%./p-l%

Passons & la deuxiéme:
0.0)= [a.(o, Ye—v)y He—Vew)iy= [ ---dy+ [ dy=¢i(o)+6i(a),

lz—y|<1 |z—y| =1
Isoi(x)lsiuyplap(w, v)| X f |(@—y) A(x—y)| |o(y)|dy, d’ou
’ Ja—y| <1
(29) ll¢2@)|| < sup|a.(z, y)| - sup |o" A5(@) | - B, [| 2l

ot B, est le volume de la boule unité dans R". Prenons m,
(2,10) |v|=m=p+n+1, alors

1 Iv] a voA
" AR <l -— — ) 4% .
suple" 45)| <( 211') ﬂ( 3¢ ) AZ(S)ldK e
Quant & ¢i(),
(211) ||ei(@)]| g( f ]w"Ag’(x)ldx>||go||, et on voit facilement que l'inté-

2] >1
grale est finie. c.q.f.d.
Prewve du Lemme 2,1.
D’abord,
h pIZ
(2,12) f ;oz,u/muzolt:o(__),
n
h 0 h % h %
car [ enauipae<( el aular)( [ anulrae)’.
0 0
Ensuite, ’

[PAou, (pu) ]+ [(pu), PA*oul ="[ou, PA*ou]’—[ou, P'(t)A*ou]
+ [(PA*— A2 P*)pu, (pu)].
Or, d’aprés le Lemme 2,2,
PA*— f2P*=PA*— P*A*+ P, A+ P,=(P— P*)f*+ P, A+ P,
d’olt

h h h
| [ (Pr—a2Po)pou, (puydat) < [l uy [Fde+c [ Aulfdt
0 0 0

h
to [ gtllulat
) c.q.f.d.
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Les inégalités (voir [7]),

272
(B) Juzew)LL,
(®) J,>1%[2n,
donnent
i. () (™ 211 42,0112 5
I > T n Jgo,.”zlull dt;

h
(2,18) J,>-L f " of2 || wl|2dt >nM(n) f G2 || w|[dt, M(1)—> + 0o (> o0).
2n ; 4
Ces deux inégalités entrainent
h
(2,14) LM [ gl uldt,
0

ol M’'(n) est une suite tendant vers + o avec n.

Les inégalités (2,13) et (2,14) contredisent I’hypothése que la
solution ne s’annule identiquement dans aucun voisinage de t=0.
Nous avons donc

Théoréme. Soit u(t), 0<t<h, une solution de I'équation (1,1),
continuement différentiable en t & valeurs dans L? telle que A*u(t)
soit continue® Si u(0)=0, alors u(t) doit sannuler identiquement
dans un voisinage de t=0.

Remarque. L’espace L? n’est pas essentiel pour démontrer le
Théoréme. Le Théoréme est encore vrai pour plusieurs espaces. En
effet, dans lespace 9% (espace dual de 9Dz), m entier positif, le
Théoréme est vrai (voir [5]). On peut dire méme dans lespace

suivant: ue P k étant un entier >0 quelconque fixé.

.
(I4r8)*
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