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159. Le Problme de Cauchy pour le Pass pour
Quelques ]quations Paraboliques

Par Sigeru MIZOHATA
Universit de Kybto

(Comm. by K. KUNU;, M.J.A., Dec. 12, 1958)

1. Introduction. On va envisager les quations anti-paraboliques
de la forme:

(1,1) ax,ax + a (x, t) +c(x, t) u(x, t)-o

oh les coefficients a(x, t) sont valeurs r6elles, et
(1,2) a(x,t)$$[$I, >0, pour xR, 0<t<h.

Notre but est de d6montrer que l’6quation d’6volution (1,1) a au
plus une solution pour le problme de Cauchy pour l’avenir.) Ce
r6sultat est une consequence imm6diate de [7. Notre r6sultat est
limit6 l’6quation (1,1), et pour des 6quations paraboliques plus
g6n6rales, la question est hors de notre porte.

2. Pour simplifier le raisonnement, on suppose que les coefficients
a(x, t) sont des fonctions continuement diff6rentiables en t valeurs
dans ;) les autres coefficients sont mesurables et born6s. D’aprs
le lemme de Grding (voir [4, pp. 123-126), il existe une constante
fl > 0 telle que,

(2,1)

pour route u(x)e 3x3x’ 0 t h.

(1,1) deviendra alors, en d6signant
(2,2) a(P(t))=A(x, t,

d .u(t)+(p(t)A_ fl)u(t)- B(u).
dt

On a alors (voir E7, Lemme 2,1) le
Lemme 2,1. Soit u(t), O <_ t <_ h, une fonction continuement dif

f$rentiable en t valeurs dans L" telle que I’u(t) soit continue. On
suppose que u(t) s’annule t=0 mais ne s’annule identiquement dans

1) Dans le cas ob les coefficients sont indpendants de to ce problme est rsolu
par K. Yosida [8], voir aussi [1].

2) Pour le Thorme, on n’a qu’ supposer .3 au lieu de ; 3 est l’espace des
fonctions 3 lois continuement diffrentiables bornes avec leurs drives jusqu’ l’ordre
3, muni de la norme: 2 suplDf(x) l.

) Ce]a quivaut dire que toutes ]es drives spatia]es de () d’ordre2, sont
continues en valeurs dans L.



694 S. MIZOHATA [Vol. 34,

aucun voisinage de t--O, on a alors

/)

u Ii (P(t)I-)ul dt.

Pour la dmonstration, on utilise le
Lemme 2,2. Soit Hun opdrateur d’int@rale singul@re tel que

a(H)-- h(x, z) Cfl, on peut alors exprimer
1) AH=HA+H,A-’+Ho,
2) A,H*--H*A+HA-+H[, si flp+n+l,>

o H, Ho, HI, H sont des oprateurs born@ de L dans lui-mme.
Dmonstration. Limitons-nous A dmontrer 1), car 2) se dmontre

de la mme manire. Dans le cas oh pest pair, la dmonstration
est trs simple. Notre dmonstrationqui est un peu compliqueest
donc essentiellement consacre au cas oh p est impair. Soit

a(H)--ao(X)+ an(x)Yn(). (on dsigne $ au lieu de z).

Occupons-nous du cas simple: a(H)-a(x)Y(), o Y($) est l’un des
YM).
Darts ce cas, (AH HA)f--(zFa(x) Y--a(x)YA)f--(Aa(x)--a(x)A)Yf
Posons
(2,4) Yf--p(x).
Zn dcomposant, z() i]--a’($)i+ El-a()li-/l[)+(), off
a($)e est une fonction qui vaut I au voisinage de l’origine. Notons
que dans la notation A(), p ne signifie plus la p-ime puissance.

Notons la distribution A,A,($). En dcomposant alors l’expression
plus haut en
(2,5) (Afa(x)-a(x))+(za(x)-a(x)t),
on voit que le premier terme est un oprateur borne; plus prcisment,

(2,6) ii za(x) II, !1 a(x)e Ii su, a(x)i, su ()i. ii Ii.
Envisageons le deuxime terme:

(27) (a(x)-a(x)f).(x)-ff(x-)[a()-a@)()@
off l’intgrale est rendre au sens de distribution.

Dveloons a()--a() autour du :

a()--a()-- N Da() (--)+ (’ )(-),

4) Dans le cas off p est pair, /p+l. Notons que ces conditions sont des condi-
tions suffisantes (on pourrait les amdliorer).
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dtaille, voir [6, pp. 223-227J).
(2,7) s’crit

na(x) f(y_x)A(x_y)(y)dy

Envisageons la premiere partie:

" El-a($)ii-()io.(x)-=
2i

donc la premiere partie s’crit

(2,8) (--1), Da(x) .A-.
IlSm-1

Passons la deuxime:

(x)-fa(x, y)(x--y)A(x--y)9(y)dy--f dy Jr-f dy=I(x)+
Ix-yl 1 Ix-Yl __1

Ipl(x) _< s,u ia(x, y) lx fl (-,)(x-) I,(y) ldy, d’ofi
I,-ylx

(2,9) Ii ()!! --< uP (, Y) I" sup A.()I Bn" !1 II,
01 Bnest le volume de la boule unit dans R. Prenons m,
(2,10) I]=m=p-Fn-F1, alors

(1),,fl( ),supl()l _< - A,(e) de< +.
Quant 9(x),
(,11) il p(x)ll < (fl Af(x)]gx)lip I!, et on voit facilement que l’int-

Ix121
grale est finie, e.q.f.d.

Pfeuve du Lemme 2,1.

liul dt- (f

Ensuite,
EPAeu, (eu)’ + E(u)’, Pu- Eeu, PAeu’- Eeu, P’()eu

+ E(PA-,4P*)eu, (u)’.
Or, d’aprs le Lemme 2,2,

P--P* P--P *.4 +P+Po (P-- P*)+PA+ Po,
d’o

,[(PA--AP )u, (u)’]dtlg ii(u)’lldt+e llAuli dt

f+c llui dt.
c.q.f.d.

D’abord,

(2,12)
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(B)

(C)
donnent

Les ingalits (voir 7),

Jn>_I/2n,

c(u)
4

(2,13) Jn>_-- ’llul dtnM(n) l]uldt, M(n)+(n+).

Ces deux ingalits entrainent

(2,14) J M’(n) ]] Au I] dr,
0

oh M’(n) est une suite tendant vers + avec n.
Les ingalits (2,13) et (2,14) contredisent l’hypothse que la

solution ne s’annule identiquement dans aucun voisinage de t-0.
Nous avons donc

Thorme. Soit u(t), Ogtgh, une solution de l’$quation (1,1),
continuement diffSrentiable en t valeurs dans L telle que Au(t)
soit continue.) Si u(0)=0, alors u(t) doit s’annuler identiquement
dans un voisinage de t-O.

Remarque. L’espace L n’est pas essentiel pour dmontrer le
Thorme. Le Thorme est encore vrai pour plusieurs espaces. En
effet, dans l’espace 7 (espace dual de %), m entier positif, le
Th.orme est vrai (voir [5). On peut dire mme dans l’espace

suivant" 1 ue, k tant un entier >0 quelconque fix.
(!WRY)
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