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16. L’Intgration des Fonctions d Valeurs Vectorielles
d’aprs la M$thode des Espaces Rang.s

Par Hatsuo OKANO
Universit d’0saka

(Comm. by K. KUNUGI, M.J.A., Feb. 12, 1959)

En utilisant la th6orie des espaces rang6s, Prof. K. Kunugi a
introduit une nouvelle d6finition de l’int6grale (qu’on appelle l’int6grale
(E. R.))des fonctions valeurs r6elles.’) Dans la pr6sente Note nous
consid6rons les fonctions / valeurs vectorielles et l’int6grales (E. R.)
de telles fonctions.

1. Espaces vectoriels ranges. ]tant donn6 un espace R oh la
topologie est donn6e par un systme de voisinages satisfaisant/ l’axiomes
(A), (B) de F. Hausdorff,2) on dit qu’il est un espace rang ) s’il existe
une famille des voisinages (n-0, 1, 2,...) qui satisfait/ la condition:
( a Pour tout voisinage v(p) du point pet pour tout entier positif n,
il existe un entier m, m>_n, tel qu’il existe un voisinage u(p) apparte-
nant / la famille et qui est contenu dans v(p). Un voisinage d’un
point p sera dit de rang n, s’il appartient la famille n.

On dit qu’un espace rang6 R est un espace vectoriel rangd q,$el

s’il satisfait / deux conditions suivantes:
(1) Rest un espace vectoriel sur le corps des nombres r6els.
( 2 ) R est un groupe rang6 ) comme un groupe additif: tout voisinage
v(p) du point p de rang n est exprimable de la manire:

v(p) v+p,
off V est un voisinage du point 0 de rang n.

tant donn6 un espace vectoriel rang6 r6el, pour une suite mono-
tone d6croissante de voisinages

Vo+Po V+p
_ _

V+p
_

.,
on dit qu’elle est fondamentale si elle satisfait deux conditions
suivantes:
(1) Vnr, ’0<<’’’<’<’’’; (2) p--p.+.

1) K. Kunugi" Application de la m6thode des espaces rang6s la th6orie de
l’int6gration. I, Proc. Japan Acad., 32, 215-220 (1956); H. 0kano: (ER)-integral of
Radon-Stieltjes type, ibid., 34, 580-584 (1958).

2) F. Hausdorff: Grundzfige der Mengenlehre, Leipzig, 213 (1914).
3) Pour la terminologie concernant l’espace rang6, cf. K. Kunugi: Sur les

espaces complets et r6guli6rement complets. I, II, Proc. Japan Acad., 30, 553-556,
912-916 (1954); H. 0kano: Some operations on the ranked spaces, ibid., 33, 172-176
(1957). Dans la prdsente Note nous ne considdrons que le cas off =0.

4) Voir H. 0kano: Loc. cit. dans 3).
5) V+p dsigne l’ensemble de tous les points q=r-p tels que reV.
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On dit qu’un espace vectoriel rang rel est complet si, pour toute

suite fondamentale Vn+p}, l’intersection I(V+p) n’est pas vide.)
=0

On dit aussi qu’une suite des points {Pn} dans un espace vectoriel
rang rel est fondamentale s’il existe une suite fondamentale des
voisinages [V+p,}. On dit qu’un point p est point limite de {p} si

p I(Vn-Pn). p est dsign par p-lim Pn" Soient {p}, {q} deux

suites fondamentale. On appelle qu’elles satisfont la relation {p}> {q}
lorsqu’il existe les suites fondamentales U+Pn}, V+q=} telles que,
pour tout n (n-O, 1,2,...), il existe un indice m tel que V+q
U/p. Une famille u* des suites fondamentales des points s’appelle

une collection maximale lorsqu’elle satisfait deux conditions suivantes:
(1) Pour deux suites fondamentales u, v de u*, il existe une suite
fondamentale w de u* telle qu’on ait la lois u>w et v>w; ( 2 I1
n’existe aucune famille des suites fondamentales qui satisfait K la con-
dition (1) et qui contient u* comme sous-famille stricte.

Pour un espace vectoriel rang6 r6el, nous consid6rons l’axiome
suivante:
(VRT) Si p est un point diff6rent du point O, pour tout entier positif

k, il existe un entier positif n qui jouit de la relation p.Co(_ (I(V)

--I(V)) si V, i-1, ,..., k, est un voisinage du point 0 tel ClUe le

rang de V>.
Dans un espaee veetoriel rang r6el eomple satisfaisant l’axiome

(VRT), l’ensemble de tout point limite d’une suite fondamentale se
r6dui un point.

Exemple 1. Soit R un espaee (g:): un espaee veetoriel topologique
loealement eonvexe mtrisable et eomplet sur le corps des nombres
rels. Alors, il existe un systme fondamental V, -0, 1,2,..., de
voisinages du point 0 satisfaisant aux conditions suivantes: 1 Tout
ensemble V est eonvexe, 6quilibr6 et absorbant; (2) Pour tout ,
V/+ V._ V; 8 ) L’interseetion V est rduite au point 0.

0

Posons 3--la famille de ous les voisinages V-t-p de tous les points
pR. Alors, Rest un espaee veetoriel rang6 r6el eomplet qui satisfait

l’axiome (VRT).
6) I(A) ddsigne l’intdrieur de l’ensemble A.
7) Dans la Note prdcdente, nous avons dit plus gdndralement complet un espace

rang6 tel que, pour toute suite fondamentale { Vn+pn}, i (Vn+pn) - O. Dans la suite,

nous supposons que R soit complet au sens strict. Mais, pour un espace complet au
sens gdndral, on obtient des rdsultats analogues par quelques modifications simples.

8) A+/-B ddsigne l’ensemble de tons les points p=q+/-r tels que qeA et feB.
Co(A) ddsigne le plus petit ensemble convexe contenant l’ensemble A.

9) Voir N. Bourbaki" Espaces Vectoriels Topo!ogiques, Paris (1953).
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Exemple 2.) Soit R l’espace m dimensions. Soit l0 un nombre
positif fix. Le voisinage Vt,(p), o est un nombre positif tel que

:>10 et n un entier non ngatif, du point p-(x, x,..., x) est l’ensemble
de tous les points q=($, $,..., $) qui satisfont trois conditions sui-

vantes: 1 0_(x1--$1)- (x--i)<2-; 2 xl--_0; 3 ), (xi--)<l2. Posons n--la totalit des voisinages V,n(p)de tous
i=l

points p. Alors, R est un espace vectoriel rang rel complet qui
satisfait l’axiome (VRT).

2. Compldtion de l’espace de toutes fonctions en escalier. Soient
X un ensemble; 3 une algbre conpltement additive des sous-ensembles
de X (qu’on appelle ensembles mesurables) telle que X e3;/ une mesure
(non ngative) dfinie sur telle que /(X)--I.2) Soit Run espace
vectoriel rang rel complet satisfaisant l’axiome (VRT). Une fonction

f-f(x) de X dans Rest dite en escalier si elle est experimable de la
mamere:

f(x)-

_
Z(x)p, p R,

i=l

oh Z(x) est la fonction caractristique de l’ensemble mesurable E.
L’intgrale de la fonction en escalier est dfinie par

ff(x) dz-- g(E)p.
i=l

Nous dsignons par @(X, R) la famille de toutes les fonctions en
escalier identifiant deux fonctions qui ne sont pas diffrentes que sur
un ensemble de mesure nulle. Nous allons introduire une topologie et
un rang dans @(X, R). tant donns un voisinage V du point 0 de R
et un ensemble mesurable F, W(F, V) dsigne la fanille de toutes les
fonctions en escalier g--g(x) qui jouissent de deux conditions suivantes:

( 1 ) g(x) e V presque partout dans F; 2 fig( ) dz e V. Le systme

des voisinages de f, f e@(X, R), sera form de tousles ensemble W(F,
V)+f. Alors, il jouit des axiomes (A), (B) de F. Hausdorff. Posons
n-- la famille de tous les voisinages W(F, V) +f, f e @(X, R), qui satis-
font deux conditions suivantes: 1 V est de rang n dans R; 2
z(X--F)<2-. Alors, @(X, R) est un espace vectoriel rang rel qui
satisfait l’axiome (VRT).

10) cf. M. Riesz" L’intgrale de Riemann-Liouville et le problme de Cauchy,
Acta Math., 81, 26 (1949); T. Shirai: A remark on the ranked space. II, Proc.
Japan Acad., 33, 139-142 (1957).

11) R n’est pas un espace topologique au sens classique. Cf. F. Hausdorff: Loc.
cit.; C. Kuratowski: Topologie, I, Warszawa, 20 (1948); N. Bourbaki: Topologie
Gnrale, Paris, 9 (1951).

12) Pour la terminologie concernant la mesure, voir, par exemple, P. R. Halmos"
Measure Theory, New York (1950).
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Cela pos, nous pouvons dmontrer la
Proposition 1. Soit {f} une suite fondamentale dans (X, R).

Alors, pour presque tout x de X, {f(x)} est une suite fondamentale
dans R. Si {f} et {g} appartiennent / la mSme collection maximale,

on a limf(x)-lim g(x) presque partout dans X.

Ainsi, si nous identifions deux fonctions qui ne sont pas diffrentes
que sur un ensemble de mesure nulle, toute collection maximale u* dans
@(X, R) dtermine une fonction f de X dans R. Nous dsignons cette
fonction f par J(u*).

On dit qu’une fonction f de X dans R est mesurable s’il existe
une collection maximale u* telle que J(u*)=f. Au Cas of R serait
l’espace des nombres rels, notre terminologie est identique celle prise
au sens de Lebesgue. Nous dsignons par (X, R) la famille de toutes
les fonctions mesurables de X dans R.

D’autre part, nous pouvons dmontrer la

2. Soit {f} une suite fondamentale. Alors,Proposition

est une suite fondamentale dans R. Si {f} et {g} appartiennent la

m,me collection maximale, on a lim f,() d,- lim (x) g.
X .X

Done, pour route collection maximale *, nous pouvons dSfinir I(*)

par I(*) lim f() d, {f,} s *.

Nous dSsignons par C la famille de routes collections maximales
darts (X, R). Soient R un espaee (); une mesure satisfaisant
la condition suivante:

) uel clue soit E un ensemble de mesure positive, pour tout hombre
positif 2 tel ClUe ,<(E), il existe un ensemble N tel que (F)=2 et
qui es eontenu dans E.
Alors, C est un espaee veetoriel sur le corps des nombres rels; par
suite, l’applieation T: T(*)--(J(*), I(*)) est une application lin(aire

de l’espaee veetoriel C darts le produit-des espaees veeoriels (X, R)
et R. De plus, dans ee eas, non seulement une collection maximale *
dStermine la fonetion mesurable f=J(*) et le point p=I(*), mais
encore * est d6termine par la fonetion f el; le point p. Par suite,
T esg un isomorphisme de C dans g2(X, R)R.

8oig a: No
_
F _. _

F_... une suite monotone eroissante des
ensembles mesurables telle que 0!(X--P)<2-; alors, pour tout p s R,
(P)-- (X--N,)Zx_,(a:)p est une suite fondamentale. Nous d-

signons par *(p) la eolleetion maximale qui eontien (p). Alors, on

13) R est muni du rang introduit en Exemple 1.
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a J(*(p))--0 et I(*(p))--p. En consequence, on obtient le
Thorme. Soient Run espace (); p une mesure dfinie sur une

algbre compltement additive des sous-ensembles d’un ensemble X
telle que /(X)-I et jouissant de la condition (.). Alors, l’application
T" T(u*)--(J(u*), I(u*)) est un isomorphisme de l’espace vectoriel r$el

C sur le produit des espaces vectoriels r$els (X, R) et R.
Or, nous allons introduire une topologie et un rang dans C. tant

donns un voisinage V du point 0 de R et un ensemble mesurable F,
W*(F, V) dsigne la famille de toutes les collections maximales v* qui
jouissent de deux conditions suivantes: 1 J(v*)(x)e V presque par-
tout dans F; 2 I(v*) e V. Le systme des voisinages de u*, u*
sera form de tous les ensembles W*(F, V)+u*. Posons n-la famille
de tous les voisinages W*(F, V)+u*, u*eC, qui satisfont la condi-
tion: /(X--F)< 2-
Alors, C est un espace vectoriel rang rel complet qui satisfait
l’axiome (VRT). Pour route fonction en escalier f, nous dsignons par

f* la collection maximale qui contient la suite fondamentale [f=f}.
Dsignons par Co la famille de toutes f*.
Alors, Co est partout dense dans C: pour route u*, u* e C, il existe une

suite fondamentale {f,*} dans C telle que lira f*,-u*. De plus, l’espace

rang @(X, R) est identique Co muni du rang induit par le rang
de C.

3. Dfinition de l’int$grale. Revenant au cas gn.ral, nous sup-
posons encore que R et [ satisfassent aux conditions exposes au dbut
de Section 2. Nous disons qu’une suite fondamentale {fn} dans @(X, R)
jouit de la proprit P* s’il existe une suite fondamentale des voisinages
[W(F, V)+f} qui satisfait / trois conditions suivantes: (1) Pour
tout n, on a lt(F,--F/)--O; (2) I1 existe un entier positif k (ind,-
pendante de n) qui satisfait l’ingalit" kl(X--F/)>_(X--F)O;
3 I1 existe un entier positif Net une suite des entiers positifs

qui jouissent de deux conditions suivantes: (i) lim (n)-; (ii)
Quels que soient m un entier positif et n>_N, pour tout ensemble A
tel que [(A)<mt(X--F), il existe m voisinages V, i--l, 2,..., m, du

rang (n)tels que ;f(x)dleC(,-,(I(V*)-I(V*))’point 0 de
A

Dsignons par G la famille de routes les collections maximales qui
contiennent au moins une suite fondamentale jouissant de la proprit
P*. Alors, dans la famille G, le point I(u*) est d$termin non seule-
ment par u* mais encore par la fonction J(u*). En posant J(u*)
=f, u*G, nous pouvons donc crire

14) H. 0kano" On closed subspaces of the complete ranked spaces, Proc. Japan
Acad., 33, 336-337 (1957).
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I(u*) f(x) dt.
.x

Ainsi, nous avons une dfinition de l’intgrale.)

Au cas o R serait l’espace des nombres rels, notre dfinition de
l’intgrale se rduit celle donne par Prof. K. Kunugi.

15) En changeant P* en une autre dont I(u*) est dtermin par J(u*), on peut
dfinir une autre intgrale.

Par exemple, on peut considrer, au lieu de P*, P* suivante"
(P*) I1 existe un entier positif N et une suite des entiers positifs (n) qui jouissent
de deux conditions suivantes:
(1) lim(n)=; (2) Quel que soit n>_N, pour tout ensemble A tel que p(A)<2-,
il existe un voisinage V du point 0 de rang (n) tel que .fn(x)dpeCo(I(V)-I(V)).

/ titre d’autre exemple, au cas oh R serait l’espace des nombres rels et z la
mesure de Lebesgue dans la intervalle (a, b) telle que a.<c<b, on a l’intgrale princi-
pale de Cauchy en remplaCant P* par P* suivante"

pc+2

(P*) (1) li+mJ fn(x)dz=O; (2) I1 existe une suite fondamentale {W(Fn, Yn)
v_2-n

""fn} telle que X-Fn (c- 2-n, c+ 2-n).


