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78. Les Intégrales E. R. Généralisées sous une Forme
de Radon-Stieltjes

Par Hatsuo OKANO
Université d’Osaka
(Comm. by K. KUNUGI, M.J.A., June 13, 1960)

Nous avons déja étendu la notion de lintégrale E.R. de sorte
qu’elle s’applique aux fonctions définies dans ’espace muni d’une mesure
de Radon.” D’autre part, utilisant la méthode de changement de la
variable, Prof. K. Kunugi a élargi la portée de l'intégration dans
Pintervalle fini.? Dans la présente Note, nous allons & lui donner une
forme de Radon-Stieltjes.

Tout d’abord, commencons par la

Définition de Uespace rangé. Etant donné un espace R muni d’un
systéme de voisinages satisfaisant aux axiomes (A), (B) de F. Haus-
dorft,® on dit qu’il est un espace rangé si, pour tout nombre positif 7,
il existe une famille de voisinages ¥, qui satisfait & la condition: (a)
Pour tout voisinage v(p) de point p et pour tout nombre positif 7, il
existe un nombre positif 7/, 7'<7, tel qu’il existe un voisinage u(p) du
point p appartenant & la famille B,, et qui est contenu dans v(p).

Une suite monotone décroissante de voisinages

'Uo(po) = vl(pl) =22 vn(pn) 2, n(pn)e%rny
est dite fondamentale si 7,40.?
Un espace rangé est dit complet si, pour toute suite fondamentale

{v.(p,)}, on a Qvn(m)#o.

Définition de Uintégrale. Soit (X, &) un espace mesurable tel que
Xe&® Soient ¢, v deux mesures sur & telles que g=v et telles que
v(X) soit o-finie. Désignons par M=M(X) la famille de toutes les
fonctions partout finies et mesurables sur X, identifiant deux fonctions
qui ne sont pas différentes que sur un ensemble de mesure nulle.
D’ailleurs, désignons par R I'espace des nombres réels. Alors, le produit
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MXR de M et R est un espace vectoriel. Nous allons maintenant
introduire un systéme des voisinages et une famille B, dans MXR.
Pour tout y>0 et pour tout AeS, désignons par V(r, A) le sous-

ensemble de toutes les paires (f, A) telles que f | f(@) ] du@)<7 et |2]

A
<r. Le systéme de voisinages de (f, ) est la famille {V(y, A)+(f, 2);
7>0,Ac€}. Posons B,= la totalité de voisinages V(r, A)+(f, ) tels
que »(X—A)<y. Alors, MX R est un espace rangé complet et, pour toute
suite fondamentale {V(y,, 4,)+(f., )}, pour que (f,A)e r"] {(V(1., 4A,)

+ (S )}, il faut et il suffit qu’on ait lim f,(x)=f(x) presque partout
et lim 2,=2 simultanément.

Or, nous allons introduire la notion de la convergence étoilée dans
MxR® On dit que des (f,, 2,) convergent vers (f, 2) ¢'il existe une
suite 4,¢S satisfaisant aux conditions suivantes:

(1*) 11 existe un entier k>2 (indépendant de ») et deux suites de
nombres positifs a(n), ¢(n) telles que a(n)|0, ¢(»)J0 et qui jouissent
des conditions suivantes:

1*1) ka(n+1)>a(n).

1%, 2) W X—A,)<a(n).

(1*,38) Quels que soient m,n entiers positifs, pour tout AcS tel que
v(4)<ma(n), on a

[ 17.@) =@ | dp@) < mim).

(2*) On peut extraire de toute suite partielle {(furens Aure)} £=0,1,2,
<o+, n[0]<n[1]< .., une suite partielle {(f.recor Aurecon)} ¢=0,1,2,-- -,
£(0)<k()<--- telle qu’il existe une suite de nombres positifs 7, telle
que {v}={V (1., Autecr) +(Furecon Aurecon)} soit fondamentale et telle qu’on
ait (f, HeNv..

S=8* désigne I'adhérence d’un sous-ensemble S pour la conver-
gence étoilée.
Désignons par L=L(¢) l'ensemble de tous les (f,1) tels que f

soit sommable pour x et tels que 1= f JS(x) dp(x). Nous pouvons alors
X

démontrer les lemmes suivants.
Lemme 1. LCL.
Lemme 2. Soit (f,2)¢L. Alors, il existe une suite B, & telle
que
(1) lJ('Bn_"Bn-ﬂ):O;
(2) lim y(X—B,)=0;

6) Cf. K. Kunugi: Loe. cit., 2), p. 20.
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(8) Jf(x) soit sommable pour # sur chacun des B,;
(4) A=lim f f(@) dp(a).
n->0 B,

Lemme 3. L est linéaire.
Or, le Lemme 3 combiné avec le Lemme 2 montre bien que, dans

Pensemble L, le nombre 2 est déterminé par la fonction f. En effet,
soient (f, A)eL, (f,2)eL. Alors, on a (0, 2—2)eL; done, 1—'=0.

En possant (f, 2)¢L, nous pouvons donc définir I'intégrale (E.R. v)
de f(x) pour p par

(E.R. ) f f(@) dp(x)=2.

La fonetion f(x) est dite intégrable (E.R.v) pour .

Le Lemme 1 combiné avec le Lemme 2 montre que, pour toute
fonction non négative, l'intégrale de Radon-Stieltjes et la notre sont
égales.

Soient g, ¢/, v, v quatre mesures o-finies sur & satisfaisant aux
conditions suivantes:

(1) p=p'=v=y.
dy'

v

on a

(E.R.v) f F(@) dp@)=(E.R. v @),

au sens que, si I'une existe, alors 'autre aussi existe et les deux sont
égales.

D’une part, en posant p=¢', il montre que, si deux mesures y, v’
satisfont & la condition (2), lintégrale (E.R.v) pour p est égale a
I'intégrale (E.R.y') pour . D’autre part, en posant v=y'=y/, il montre
que la généralisation donnée par Prof. K. Kunugi® et la notre sont
essentiellement coincidentes pour la fonction définie dans l’intervalle fini.

Exemple 1. Soint X lintervalle infini (— o0, o), ¢ la mesure de

Lebesgue. Considérons la mesure v définie par v(4)= f el da,

Alors on a (E.R. »)f x de=0.

Exemple 2. Sment X Vlintervalle infini [0, ), # la mesure de

Lebesgue. Définissons la mesure v par v(4)= f g(x) dz, ou
A
pour 2nr<x<(2n+1)x
pour (2n+1r<zx<(@n+2)x,
n=0,1,2,---

Alors, on a (E.R.v) f “sinw de=(E.R. v) f ” cos @ dw=0.
0 0

Z-nz
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