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78. Les Intgrales E.R. Ge’nralise’es sous une Forme
de Radon.Stieltjes

Par Hatsuo OKANO
Universit d’Osaka

(Comm. by K. KUNUGI, M.J.A., June 13, 1960)

Nous avons dj tendu la notion de l’intgrale E.R. de sorte
qu’elle s’applique aux fonctions dfinies dans l’espace muni d’une mesure
de Radon.) D’autre part, utilisant la mthode de changement de la
variable, Prof. K. Kunugi a largi la porte de l’intgration dans
l’intervalle fini.) Dans la prsente Note, nous allons lui donner une
forme de Radon-Stieltjes.

Tout d’abord, commengons par la

Dfinition de l’espace rang. tant donn un espace R muni d’un
systme de voisinages satisfaisant aux axiomes (A), (B) de F. Haus-
dorff) on dit qu’il est un espace rang si, pour tout nombre positif y,
il existe une famille de voisinages r qui satisfait la condition: (a)
Pour tout voisinage v(p) de point p et pour tout nombre positif ’, il
existe un nombre positif ’, ’<, tel qu’il existe un voisinage u(p)du
point p appartenant la famille r, et qui est contenu dans v(p).

Une suite monotone dcroissante de voisinages

v0( 0) _...
est dire fondamentale si Yn 0.)

Un espace rang est dit complet si, pour toute suite fondamentale
{v(p)}, on a v(p) 0.

Ddfinition de l’intdgrale. Soit (X, (R)) un espace mesurable tel que
Xe(R).) Soient/,, deux mesures sur (R) telles que /, et telles que
,(X) soit a-finie. Dsignons par M=M(X) la famille de routes les
fonctions partout finies et mesurables sur X, identifiant deux fonctions
qui ne sont pas diffrentes que sur un ensemble de mesure nulle.
D’ailleurs, dsignons par R l’espace des nombres rels. Alors, le produit
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MR de M et R est un espace vectoriel. Nous allons maintenant
introduire un systme des voisinages et une famille r dans MR.
Pour tout >0 et pour tout A e(R), dsignons par V(r,A)le sous-

ensemble de toutes les paires (f, ) telles quefl f(x) dlu(x) -- et I1

_’. Le systme de voisinages de (f, ) est la famille {V(.’, A)+(f, );
r > 0, A (R)}. Posons 3r-- la totalit de voisinages V(r, A) + (f, ) tels
que ,(X--A) .. Alors, MRest un espace rang complet et, pour toute
suite fondamentale V(n, A) -- (f, )}, pour que (f, ) V(’, An)
+(f, 2n)}, il faut et il suffit qu’on ait limf(x)=f(x) presque partout

et lim-- simultanment.

Or, nous allons introduire la notion de la convergence toile dans
MR. On dit que des (fn, ’,) convergent vers (f, ) s’il existe une
suite An satisfaisant aux conditions suivantes:
(1") I1 existe un entier k_>2 (indpendant de n) et deux suites de
nombres positifs a(n), (n) telles que a(n),O, (n)O et qui jouissent
des conditions suivantes:
(1", 1) ka(n+l)>_a(n).
(1", 2) (X--A)<_a(n).
(1", 3) Quels que soient m, n entiers positifs, pour tout A e(R) tel que
,(A)_ma(n), on a

f f(x) --fo(X) dry(x)

_
toO(n).

.,4

(2*) On peut extraire de route suite partielle {(f, 2,)}, --0, 1,2,
.., n[0 <: n[l <..., une suite partielle {(fn<,), 2<,))}, --0, 1, 2,’’ ",

(0)<X(1)<’’’ telle qu’il existe une suite de nombres positifs , telle
que {v,}--{V(’,, A,<,))+(fn<,), 2<,))} soit fondamentale et telle qu’on
ait (f ,) e l v,

S-S dsigne l’adhrence d’un sous-ensemble S pour la conver-
gence toile.

Dsignons par L--L(/a) l’ensemble de tous les (f, 2) tels que f
soit sommable pour /a et tels que ,-f’f(x)d/a(x). Nous pouvons alors

dt!montrer les lemmes suivants.

Lemme 1. LL.
Lemme 2. Soit (f, 2)eL. Alors, il existe une suite Bn e (R) telle

que
(1) (Bn--B+)--O;
2 lim v(Z--B)- 0;

6) Cf. K. Kunugi" Loc. cit., 2), p. 20.
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(3) f(x) soit sommable pour / sur chacun des B;

4 ) --limf(x) dp(x).
-0
n

Lemme 3. Lest hneare.
0r, le Lemme 3 combin avec le Lemme 2 montre bien que, dans

l’ensemble L, le nombre 2 est dtermin par la fonction f. En effet,
soient (f, 2)L, (f, 2’)eL. Alors, on a (0,2--2’)eL; donc, 2--2’-0.

En possant (f, 2)eL, nous pouvons donc dfinir l’intgrale (E.R. )
de f(x) pour p par

(E.R. r) f(x) dz(x)-.
X

La fonction f(x) est dite intgrable (E.R. r) pour Z.
Le Lemme 1 combin avec le Lemme 2 montre que, pour toute

fonction non ngative, l’intgrale de Radon-Stieltjes et la notre sont
gales.

Soient , ’, , quatre mesures a-finies sur satisfaisant aux
conditions suivantes:

(2) I1 existe deux nombres m, M tels que 0<m<<M<. Alors,
on

(E.R. ,) ff(x) dp(x)-(E.R. ,’)ff(x) dz (x) dz’(x),
x x

au sens que, si l’une existe, alors l’autre aussi existe et les deux sont
6gales.

D’une part, en posant p-p’, il montre que, si deux mesures ,, ,’
satisfont la condition (2), l’int6grale (E.R. ,) pour est 6gale
l’int6grale (E.R. ,’) pour p. D’autre part, en posant ,-,’-p’, il montre
que la g6n6ralisation donn6e par Prof. K. Kunugi’ et la notre sont
essentiellement eoincidentes pour la fonction d6finie clans l’intervalle fini.

Exemple 1. Soint X l’intervalle infini (--, ), Z la mesure de

Lebesgue. Consid6rons la mesure , d6finie par ,(A)--_]-ee-d.
Nlors on a (N.R. u) g-0.

Exemle 2. Soient X l’intervalle infini [0, ), la mesure de

Lebesgue. D6finissons la mesure ar u(A)--[() O

e-’e-- our N<(+1)()-- e-*e-*-(* our-0,1, 2,

Alors, on a (N.R. ) sin g-(N.R. ) cos g-0.


