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150. Sur la Théorie Générale des Ensembles
Partiellement Ordonnés. III

Par Mihail BENADO
(Comm. by K. KUNUGI, M.J.A., Dec. 12, 1960)

Résumé. Cette note contient des résultats concernant les propriétés
générales des structures géométriques modulaires d’une configuration
[1]. Elle fait suite & ma note [2] dont je présuppose la connaissance.

1. Structures géométriques modulaires; définition. 1.1. Défini-
tion. J’appellerai modulaire auw sens de M. Alexander Kurosch ou
simplement K-modulaire, toute (2, 3)-structure géométrique de P
telle que les relations a,b,%,d,me®p, d¥ia,b}, dY{a,b}, m{a,b},
m{a, b’} et b>b" entrainent l'égalité b="b'.

1.2. Définition. Jappellerai modulaire au sens de M. Oystein
Ore ou O-modulaire tout court, toute (2", 3)-structure géométrique de
P telle que les relations a, a,, b,b’, d, meP, dY{a, b}, m2{a,b}, d=>a,>a
et b>b">m entraine 'équivalence logique des relations a,)'{a, b’} et
b 2{a,, b}.

1.8. Définition. Jappellerai modulaire au sens de M. Morgan
Ward ou encore W-modulaire, toute (17, 3)-structure géométrique de
P telle que les relations a,b,d, meP, dV{a, b} et m{a, b} entrainent
I’isomorphisme au sens de l'ordre partiel d/a 2> b/m.

1.4. Définttion. Jappellerai circulaire toute (¥, Y)-structure
géométrique de P telle que pour tous les a,bd, d, meP satisfaisant a
dY{a, b} et & mX{a, b}, les quotients ([2], 1.2.1) d/a et a/m soient des
chaines (=ensembles totalement ordonnés).

2. Propriétés. 2.1. Théoréme. Toute (I', X)-structure géométri-
que analytique, fermée ([2], 1.6.4, 1.6.7) et K-modulaire (1.1) posséde
les propriétés suivantes: 1. Elle est & similitude ([2], 1.6.9), 2.
Elle est saturée ([2], 1.6.8), 3. Elle est primitive au sens que voici:
Pour chaque (1, X)-quadrilatére ([2], 1.4) (a, b;d, m) de P, la condi-
tion d>a équivaut & la condition b>m (Iei x>y veut dire x>y et
les relations x>2>y entrainent ou bien z=2x ou bien z=y), 4. S7
elle est moins fine que la structure géométrique rieszienne de P ([2],
1.5.2), alors elle est déja moins fine que la structure géométrique
dédékindienne et, en outre, elle est O-modulaire (1.2), 5. Si elle est
circulaire (1.4) elle est aussi O-modulaire.

2.2. Théoréme. Toute structure géométrique conditionnellement
raffinante ([2], 1.6.2) fermée et K-modulaire est également O-modulaire.

2.8. Théoréme. Pour quune structure géométrique analytique
(ou bien fermée) et O-modulaire soit K-modulaire, il faut et il suffit
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qu'elle soit 0 similitude.

2.4. Théoréme. A supposer que la structure géométrique haus-
dorffienne d’une configuration est conditionnellement raffinante ([2],
1.6.2), les deux propriétés suivantes sont logiquement équivalentes (en
tant que propriétés de la dite structure géométrique): 1. K-modularité,
2. O-modularité.

2.5. Théoréme. Pour qu'une structure géométrique fermée et
O-modulaire soit saturée ([2], 1.6.8), il faut et il suffit qu’elle soit
a stmilitude.

2.6. Théoréme. Toute structure géométrique analytique, fermée,
a stmilitude et O-modulaire posséde la propriété de primitivité de
2.1, trotsiéme assertion. Si, en outre, elle est complémentée ([2],
1.6.12), alors c¢lle est moins fire que la structure géométrique haus-
dorffienne.

2.6.1. Corollaire. St la structure géométrique hausdorffienne est
analytique et O-modulaire alors elle a la propriété de primitivité.
(Cette propriété subsiste également sous les suppositions d’analyticite
et de K-modularité, comme cela résulte immédiatement du théoréme
2.1, troisiéme assertion.)

2.7. Théoréme. Toute structure géométrique analytique, fermée
et O-modulaire posséde la propriété de modularité cartésienne que
voici:  Pour tous les a,ay, a’,b, b, b, d, meP tels que dY'{a, b}, m2{a, b},
d>a,>a>a'>m et d>b,>b>b">m, il existe des éléments x,, 2’ e tels
que d>x'YV{a’, b}, m<xz, 3{a,, b} et tels que

o' 3a,2'}, b Z{b, x'}
alr{ar xl}’ blr{b, m1}'

2.8. Définition. Je dirai qu'une (7", X)-structure géométrique de
B est forte, lorsque les deux conditions suivantes sont remplies:

FY. Pour tous les a, ay, as,b,b,d, meP tels que dY{a, b}, m2{a, b},
b>b'>m,d>a,Y{a, b} et d=a¥{a,b}, on a a,=a,.

FX. Pour tous les a,a,,b,b,b",d, meP tels que dY'{a, b}, mZ{a, b},
d>a,>a, m<b X{a,, b} et m<b’3{a, b}, on a b'=0b".

Cf. mon travail [3], 3.3 et [1], 2.12.

2.8.1. On peut remarquer que toute structure géométrique forte
est saturée.

2.9. Définition. Soient a,b,d, me? tels que dY{a, b} et mX{a, b}.
Je dirai que V'élément xeP tel que d>=x>m est cartésien (par rapport
au (7', ¥)-quadrilatére (a,b; d, m)), lorsqu’il existe des éléments a,, b,
a,b'eP tels que d>a,>a>a'>m, d=b=>b>b">m, tels que

a.Y{a, b}, o X{a,b}
b r{a’, b}, bX{a,,b}
et tels enfin que xe(a,/b')(b/a).
2.10. Théoréme. Toute structure géométrique analytique, fermée,
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Sforte (2.8) et O-modulaire est W-modulaire (1.8).

2.11. Théoréme. Toute (1", X)-structure géométrique, analytique,
fermée forte, O-modulaire et & interpolation cartésienne ([2], 1.6.5)
jouit de la propriété suivante: Pour tous les a,b,d, meP tels que
dY'{a,b} et mZ{a,b}, on a les isomorphismes au seus de Uordre partiel:

(d/a)X(d/b) 3 E(a, b; d, m) &3 (a/m) X (b/m)
o X est comme G Uordinaire le produit produit cartésien ([2], 1.1
et 1.2.1) alors que &(a, b; d, m) dénote U'ensemble de tous les éléments
cartésiens (2.9) par rapport au (1, Y)-quadrilatére (a, b; d, m). Cf. [4],
Chap. V, Theorem 7.

2.12. Théoréme. La configuration B étant munie d'une (1", 3)-
structure géométrique analytique, fermée, saturée, d imterpolation
cartésienne et O-modulaire (mais mon G-distributive), il existe tou-
jours des éléments d, e, f, a,veD tels que

drerf2d2frerd
ulr'{d, e}, ulie, f}, wY{f,d}
v3{d, e}, vZ{e, f}, v2{f,d}
ul{u, 2}, «{x, v}
v, x}, x2{x, u}
pour chaque xe{d, e, f}. (Par structure géométrique G-distributive,
jentends une (¥, Y)-structure géométrique telle que les relations a, b,
b,d, meP, dria,b}, d¥{a,b’}, m2Z{a, b} et mX{a, b’} entrainent I'égalité
b=0b) Cf. [4], Chap. V, Theorem 4.

2.18. Théoréme (de raffinement de Schreier). La configuration
B étant munie dune (", X)-structure géométrique raffinante et W-
modulaire, deux chaines finies d’éléments de P aux extrémités com-
munes, possédent des raffinements isomorphes. Cf. [5], §3 et ibid.,
2.5.
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