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Institut de Technologie de Tokio
(Comm. by K. KUNUGI, M.J.A., Oct. 12, 1961)

1. Soient S une surface de Riemann ouverte et HB(S) ’ensemble
de toutes les fonctions harmoniques uniformes bornées sur S, nous
savons que HB(S) est un espace vectoriel complétement réticulé par
rapport a sa structure d’ordre naturel et qu’il est aussi un espace
de Banach muni de la norme [|f||=sup,cs|f(®)|. Si SeOg4 nous
poserons, par convention, HB(S)={0}.

Soit S* lespace compact des idéaux maximaux de HB(S), en
adoptant la fonction identiquement égale & 1 (a 0, si Se0;) comme
élément unité, nous obtenons comme conséquence immédiate du théo-
réme de représentation d’un espace vectoriel réticulé avec élément
unité (ef. [8]):

Théoreme 1. Il existe un isomorphisme (en tant qu’espace vec-
toriel réticulé) ¢ de HB(S) sur Uespace C(S*) de toutes les fonctions
continues sur S*.

Définition. Nous appelons S* la frontiére de S.

Si Se0,4, S* est vide.

2. Soit G un domaine non compaet sur S dont la frontiére
relative dG, qui peut étre non compacte, est formée d’un ensemble au
plus dénombrable d’arcs analytiques ne s’accumulant qu’a la frontiére
idéale de la surface. L’ensemble H,B(G) de toutes les fonctions
harmoniques uniformes bornées sur G qui s’annulent continiiment sur
90G est un espace vectoriel complétement réticulé et aussi un espace
de Banach. En adoptant wg(p) (=la mesure harmonique de la fron-
tiére idéale de S par rapport & G) comme élément unité, nous pouvons
encore appliquer le théoréme de représentation & H,B(G) et obtenons
la frontiére G* de G.

D’autre part, nous savons qu’il existe un homomorphisme T, de
HB(S) sur H,B(G) et un isomorphisme R, de H,B(G) dans HB(S)
(ef. [1]).

Lemme 1. Nous awvons la décomposition de HB(S) en somme
directe:

HB(S)=(I— R, To)(HB(S))+ Ro(H,B(®)).
(I: application identique de HB(S) sur lui-méme). C’est aussi une
décomposition orthogonale et le premier terme du second membre est
égal au nmoyau de T,.
Donc il y a une correspondance biunivoque entre les idéaux maxi-
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maux de H,B(G) et ceux de HB(S) qui contiennent le noyau de T',.
Par lidentification des idéaux qui se correspondent, nous pouvons
considérer G* comme un sous-ensemble de S* ou plus précisément
comme la portion de la frontiére de S contigiie & G.

Proposition 1. Si G, et G, sont deux domaines mon compacts
de S, nous avons:

(G1-Go)*=Gt -G,

En particulier si G,-G,=¢, nous avons G¥-GF=d¢.

Nous remarquons ici que, si G est un domaine parabolique, G* =¢.

3. Maintenant nous allons définir une topologie sur l’ensemble
S+S* telle que S* mérite d’étre appelée la frontiére de S.

Nous prenons comme systéme fondamental de viosinages d’un
point » de S+S*,

i) st peS, un systéme fondamental de voisinages de p dans S,

ii) si peS* {G+G*} oa G parcourt tous les domaines mon
compacts de S tels que peG*.

Théeoreme 2. S+S* est un espace topologique séparé conmexe.
S est dense dans S+ S* et S* est compact.

Lemme 2. Soit py un point de S* déterminé par Uidéal maxi-
mal N, st feN

lim,,,,f(p)=0, (peS).
Theoreme 3. Toute fonction f de HB(S) posséde un prolonge-

ment continu f sur S+S* et

F ()= (ef)(p), (peS*).

En d’autres termes, le probléme de Dirichlet classique sur S+ S*
est toujours résolutif.

4. Soit p un point fixe de S, la forme linéaire positive p,(f*)
=(¢ 'f*)(p) (f*eC(S*)) définit une mesure de Radon positive g, sur
S* de masse totale égale & 1 (cf. [2]). Puisque le fait qu’un ensemble
soit de p,-mesure nulle ou qu’une fonction soit p,-intégrable ne
dépend pas du choix du point p, nous dénoterons par L,.(S*) ’espace
vectoriel réticulé de toutes les fonctions continues sur S & valeur

dans R (=la droite numérique complétée par + oo et —oo) et p,-
intégrables. D’autre part, il n’est pas difficile & voir que S* est un
espace hyperstonien de genre dénombrable au sens de [4].

Theoréme 4. Il existe un isomorphisme entre Uespace de toutes
les fonctions harmoniques quasi-bormées (cf. [7]) sur S et L,(S*).
Cette correspondance nous donne aussi la valeur limite des fonctions
harmoniques quasi-bornées & chaque point de S*.

5. Propriétes de la frontiere S*.

Proposition 2. (Le principe du maximum.) Soient fe HB(S) et
M=supre f(p) (resp. m=inf,es f(p)), alors il existe un point P,
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(resp. p;) de S* tel que f(p,)=M (resp. f(p,)=m).

Proposition 3. Il existe une correspondance biunivoque entre les
mesures harmonique généralisées (cf. [5]) sur S et les ensembles d la fois
ouverts et fermés de S*. En particulier, il existe une correspondance
biunivoque entre les fonctions harmoniques minimales (non mutuelle-
ment proportionnelles) de HB(S) et les points isolés de S*.

Corollaire. Pour que S€Oyp,—O0yp, , (cf. [8]), il faut et il suffit
que S* consiste en m points isolés.

Nous dénoterons HD(S) I’espace de toutes les fonctions harmoni-
ques uniformes & intégrale de Dirichlet finie sur S.

Corollaire. S’il existe une fonction HD-minimale (cf. [38]) sur
S, alors il existe un ensemble ouvert et fermé de S* tel que sur lequel
toute fonction de HD(S) posséde la valeur limite constante.

Parallélement au Théoréme 3, nous voyons 'existence du prolonge-

ment continu f sur G+G* (muni de la topologie induite par celle de
S+ S*) de toute fonction f de H,B(G) et nous avons:

Proposition 4. 7(0)=(T.f)(®), (f e HB(S), peG™).

6. Propriéte de Fatou.

Lemme 3. Soit f une fonction harmonique singuliére (cf. [7])
sur S, alors mous avons

lim,, « f(p)=0 (peS)

pour tout point p* de S*.

Donc, en tenant compte du Théoréme 4, nous obtenons:

Proposition 5. Toute fonction harmonique wuniforme positive
sur S posséde la valeur limite 4 tout point de S*.

Nous pouvons montrer de plus:

Proposition 6. Soit V une fonction surharmonique, continue d

valeur dans R et positive sur S telle que ses courbes de niveau soient
suffisament réguliéres. Alors,

lim,,,. V(p) (peS)
existe 0 tout point p* de S* et le principe du minimum est valable.

Si mous dénotons cette valeur limite par V*(p*), ¢ 'V* est égale
a la partie quasi-bornée de la plus grande minorante harmonique
de V.

7. Soit F(p) une fonction méromorphe sur S appartenant a la
classe (AM,) de [7] (ou lindelofienne d’aprés la terminologie de [6]),
nous savons (cf. [6], [7]) que log|F'| est la différence de deux
fonctions surharmoniques positives. Done, en notant le fait que toute
fonetion harmonique bornée sur un domaine non-compact G et con-
tinue sur G+0G posséde la valeur limite & tout point de G*, nous
obtenons:

Proposition 7. Soit F(p)ec(AM,), alors
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lim,, » F'(p) (peS)
existe 0 tout point p* de S*.

Et le théoréme de MM. F. et M. Riesz généralisé s’énonce sous
la forme:

Theoreme 5. Soit Fe(AM,), s’il existe un sous-ensemble A de S*
de p,-mesure non-nulle tel que lim,,, . F'(p) soit égale a ume constante
(finie ou infinie) pour tout p*cA, alors F est constante.

Corollaire. St S admet une fonction HB-minimale (resp. HD-
minimale), alors SeO, (cf. [6]) (resp. SeO,p)-

Ajouté en épreuve: Aprés avoir achevé la rédaction du manu-
serit, Pauteur a recu le travail suivant, qui traite un sujet trés voisin:
S. Mori: On a compactification of an open Riemann surface and its
application, J. Math, Kyoto Univ., 1, 2142 (1961).
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