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1. Soient S une surface de Riemann ouverte et HB(S) l’ensemble
de toutes les fonctions harmoniques uniformes bornes sur S, nous
savons que HB(S) est un espace vectoriel compltement rticul par
rapport h sa structure d’ordre naturel et qu’il est aussi un espace
de Banach muni de la norme Ilfll=suppslf(p) l. Si SOa, nous
poserons, par convention, HB(S)--{O}.

Soit S* l’espace compact des idaux maximaux de HB(S), en
adoptant la fonction identiquement gale h 1 (h 0, si SeOa) comme
lment unit, nous obtenons comme consequence immediate du tho-
rme de representation d’un espace vectoriel rticul avec lment
unit (cf. [8):

Thorme 1. I1 existe un isomorphisme (en tant qu’espace vec-
toriel r$ticul$) 9 de HB(S) sur l’espace C(S*) de toutes les fonctions
continues sur S*.

Dfinition. Nous appelons S* la frontikre de S.
Si SeOa, S* est vide.
2. Soit G un domaine non compact sur S dont la frontire

relative 3G, qui peut tre non compacte, est forme d’un ensemble au
plus danombrable d’arcs analytiques ne s’accumulant qu’h la frontire
idale de la surface. L’ensemble HoB(G) de toutes les fonctions
harmoniques uniformes bornes sur G qui s’annulent continfiment sur
3G est un espace vectoriel compltement rticul et aussi un espace
de Banach. En adoptant oo(p) (=la mesure harmonique de la fron-
ti.re idale de S par rapport h G) comme lment unit, nous pouvons
encore appliquer le thorme de representation h HoB(G) et obtenons
la frontire G* de G.

D’autre part, nous savons qu’il existe un homomorphisme Ta de
HB(S) sur HoB(G)et un isomorphisme Ra de HoB(G) dans HB(S)
(cf.

Lemme 1. Nous avons la d$composition de HB(S) en somme
directe:

HB(S) --(I-- RaTa)(HB(S))4Ra(HoB(G)).
(I: application identique de HB(S) sur lui-mme). C’est aussi une
d$composition or$hogonale et le premier erme du second membre est
$gal au noyau de T.

Donc il y a une correspondance biunivoque entre les idaux maxi-
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maux de HoB(G) et ceux de HB(S) qui contiennent le noyau de Tv.
Par l’identification des id6aux qui se correspondent, nous pouvons
consid6rer G* comme un sous-ensemble de S* ou plus prcisment
comme la portion de la frontire de S contigtie G.

Proposition 1. Si G et G2 sont deux domaines non compacts
de S, nous avons:

(G G2) * -G* G*2
En particulier si G G2-, nous avons G* G2* .

Nous remarquons ici que, si G est un domaine parabolique, G*--.
3. Maintenant nous allons dfinir une topologie sur l’ensemble

S-S* telle que S* mrite d’etre appel6e la frontire de S.
Nous prenons comme systme fondamental de viosinages d’un

point p de S- S*,
i) si peS, un systme fondamental de voisinages de p dans S,

ii) si peS*, [G-G*} oie G parcourt tous les domaines non
compacts de S tels que pG*.

Thorme 2. S-S* est un espace topologique s$par$ connexe.
S est dense dans S-S* et S* est compact.

Lemme 2. Soit PN un point de S* d$termin$ par l’id$al maxi-
mal N, si feN

lim/f(p)-0, (peS).
Thorme 3. Toute fonction f de HB(S) possde un prolonge-

ment continu f sur S-S* et

f(p)-(f)(p), (peS*).
En d’autres termes, le probl4me de Dirichlet classique sur SWS*

est toujours rsolutif.
4. Soit p un point fixe de S, la forme lin6aire positive p(f*)

--(o-f*)(p) (f*C(S*)) d6finit une mesure de Radon positive % sur
S* de masse totale gale 1 (cf. [2J). Puisque le fair qu’un ensemble
soit de pp-mesure nulle ou qu’une fonction soit p-int6grable ne
d6pend pas du choix du point p, nous dnoterons par L(S*) l’espace
vectoriel r6ticul de routes les fonctions continues sur S valeur

dans R (--la droite num6rique complt6e par Too et --o) et pp-
int6grables. D’autre part, il n’est pas diflicile voir que S* est un
espace hyperstonien de genre d6nombrable au sens de [4J.

Thorme 4. I1 existe un isomorphisme entre l’espace de routes
les fonctions harmoniques quasi-born$es (cf. [TJ) sur S et L(S*).
Cette correspondance nous donne aussi la valeur limite des fonctions
harmoniques quasi-born$es chaque point de S*.

5. Proprits de la frontiere S*.
Proposition 2. (Le principe du maximum.) Soient fHB(S) et

M--supe f(p) (resp. m-infers f(p)), alors il exise un point p
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(resp. p.) de S* tel que f(pl) M (resp. f(p) m).
Proposition 3. Il existe une correspondance biunivoque entre les

mesures harmonique g$n$ralis$es (cf. [5]) sur S et les ensembles la fois
ouverts e ferm$s de S*. En particulier, il existe une correspondance
biunivoque entre les fonctions harmoniques minimales (non mutuelle-
men$ proportionnelles) de HB(S) e$ les points isol$s de S*.

Corollaire. Pour que SeOHBn--OHBa_I (cf. [3), il faut et il su2t
que S* consiste en n points isol$s.

Nous d6noterons HD(S) l’espace de toutes les fonctions harmoni-
ques uniformes int6grale de Dirichlet finie sur S.

Corollaire. S’il existe une fonction HD-minimale (cf. [3J) sur
S, alors il existe un ensemble ouvert et ferm$ de S* tel que sur lequel
toute fonction de HD(S) possde la valeur limite constante.

Paralllement au Th6orme 3, nous voyons l’existence du prolonge-

ment continu f sur G+G* (muni de la topologie induie par celle de
ST S*) de toute fonction f de HoB(G) et nous avons:

Proposition 4. f(p)--(Taf)(p), (fHB(S), peG*).
6. Proprit de Fatou.
Lemme 3. Soit f une fonction harmonique singulire (cf. [7)

sur S, alors nous avons

lim., f(p)--O (pe S)
pour tout point p* de S*.

Donc, en tenant compte du Th6orme 4, nous obtenons:
Proposition 5. Toute fonction harmonique uniforme positive

sur S possde la valeur limite tout point de S*.
Nous pouvons montrer de plus:
Proposition 6. Soit V une fonction surharmonique, continue

valeur dans R et positive sur S telle que ses courbes de niveau soient
suflisament r$gulires. Alors,

lim/. V(p) (pS)
existe (z tout point p* de S* et le principe du minimum est valable.

Si nous d$notons cette valeur limite par V*(p*), -IV* est $gale
la pattie quasi-born$e de la plus grande minorante harmonique

de V.
7. Soit F(p) une fonction m6romorphe sur S appartenant / la

classe (AMo) de [7_ (ou lindelSfienne d’aprs la terminologie de [6]),
nous savons (cf. [6] [7) que log] F est la diff6rence de deux
fonctions surharmoniques positives. Donc, en notant le fair que route
fonction harmonique born6e sur un domaine non-compact G et con-
tinue sur G-kG poss6de la valeur limite / tout point de G*, nous
obtenons:

Proposition 7. Soit F(p) (AMo) alor



472 K. HAYASHI [Vo]. 37,

lim/, F(p) (pe S)
existe tout point p* de S*.

Et le th6orme de MM. F. et M. Riesz gnralis s’nonce sous
la forme:

Thorme 5;. Soit F(AMo), s’il existe un sous-ensemble A de S*
de [p-mesure non-nulle tel que limp/p. F(p) soit $gale une constante
(finie ou infinie) pour tout p* e A, alors F est constante.

Corollaire. Si S admet une fonction HB-minimale (resp. HD-
minimale), alors SeOL (cf. [6J) (resp. SeOA,).

Ajout$ en $preuve: Aprs avoir achev6 la rdaction du manu-
scrit, l’auteur a reu le travail suivant, qui traite un sujet trs voisin:
S. Mori: On a compactification of an open Riemann surface and its
application, J. Math. Kyoto Univ., 1, 21-42 (1961).
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