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29. Une Nouvelle Mthode pour Considrer la Srie
comme une Intgrale. II

Par Hatsuo OKANO
Universit d’Osaka

(Comm. by Kinjir6 KuNu(I, M.._., Feb. 12, 1965)

Si d’une suite a" a0, a, a., ..., on en dduit une fonction f(z),
0-<-z o, dfinie par

f(z)-a(i<_z<i+l, i-O, 1, 2, ...),
pour que cette fonction soit sommable, il faut et il suffit que la

srie a soit absolument convergente.
i=0

D’autre part, par rapport l’intgrale (E.R.), dans la Note
nous avons dmontr leprecedente,

Thorme A. Soi o une mesure dfinie par

o(A)- Igo(x)dx,
ot go(X)- 2- (i_xi/ 1, i-O, l, 2, ...); alors, pour que la fonction
f(x) soit intdgrable (E.R.o) sur 0, ), il faut et il suffit que la

sdrie , a, converge. Et, dans ce cas, on a

(E.R.o) f(x)dx-__oa,.
Mais, l’intgrale (E.R.) d’une fonction qui n’est pas sommable

dpend en gnral de la mesure . Donc, en variant , nous pouvons
donner quelques mthodes de sommation des sries divergentes.

Dans la prsente Note, titre d’exemples, nous allons considrer
la mthode par la moyenne arithmtique et la mthode par la moyenne
logarithmique.

D’abord, nous allons redonner brivement la dfinition de l’int&
grale (E.R.).

1. Ddfinition de l’inte’grale (E.R.) sur un intervalle fini ou
infini a, b 2

1) Pour la dfinition, voir la Section 1.
2) H. Okano: Une nouvelle mthode pour considrer la srie comme une

intgrale. I. Proc. Japan Acad., 38, 213-216 (1962). Dans cette Note, nous avons
simplement dit l’intgrale (E.R.) au lieu de (E.R.).

3) Pour le dtail, voir H. Okano: Sur une gnralisation de l’intgrale (E.R.)
et un thorme gnral de l’intgration par parties. Jour. Math. Soc. Japan, 14,
430-442 (1962). Darts cette Note, nous avons donn la dfinition de l’intgrale
(E.R.,) au moyen de l’espace rang. Mais, on peut voir aussit6t qu’elle est quiva-
lente celle qu’il suit.

L’intgrale (E.R.)et la gnralisation de cette sorte ont t premirement
dfinies par Prof. K. Kunugi dans les Notes: Application de la mthode des
espaces ranges fi la th.orie de l’intgration. I. Proc. Japan Acad., 32, 215-220
(1956); Sur une gnralisation de l’intgrale, Fundamental and Applied Aspects
of Math. (Mon. Ser. Res. Inst. App. El., Hokkaido Univ., 7), 1-30 (1959).
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Soit une mesure finie ou a-finie, jouissant des conditions
suivantes:

1") Tout ensemble mesurable pour la mesure lebesguienne est
mesurable pour .

2*) Mes (A))-0 si et seulement si (A)-0.
Dsignons par K() la famille de routes les fonctions f(x)telles

qu’il existe une suite d’ensembles mesurables {A.} satisfaisant aux
conditions suivantes:

(P) A_A_A_..., et ([_a, b A.)-*0.
(P.) I1 existe un nombre kl tel que k(a, b-A+)>_(a, b-

-A) pour tout n.
(P) f(x) est sommable sur chaque A..
(P) I1 existe une suite de nombres positifs {e} jouissant des

conditions suivantes:

2) Pour tout ensemble E tel que E_A et (E)<__(a, bJ-A),
f(x) dx <_on a

Alors, nous pouvons dmontrer que, si f(x) K(), deux valeurs
limites

lim f f(x)dx, lim i f(x)dx

sont indpendantes de choix de {A.} et donc dtermines par f. Nous
dsignons ces valeurs limites par I(f, ) et _/(f, ) respectivement.
Si I(f, )--_/(f, ), nous ecrvons

8i I(f, ) est finie, f(x) sera dire int(grable (B.R.) sur [a, b. Nous
pouvons dmontrer le

’I’h(orme B. 1) Poet oe foei,o o-ai,ve, "ie’rae
(E.R.) est dquivalente celle de Lebesgue: Si f(x)_0, on a

(E.R.) if(x)dx-(L) if(x)dx.
2) L’intdgrale (E.R.) est lindaire.
2. Moyennes (, p,) dues Hardy2
Soit P0, P, P., une suite de nombres positifs tels que, p--. quand n--*. Etant donnee une sere , a, nous disons

i,--O

avec Hardy

a--s(N, p)
0

si l’on a

4) Mes(A) dsigne la mesure lebesguienne d’ensemble A.
5) Voir G. H. Hardy: Divergent Series. Oxford (1949).



o

Th6orme C. Si , a-s(, p), alors s-s-o(P/p).
’I’h6orgme D. Si ’o ou
1) q,+/q,gp++/p,

2) p+/p,<_q+/q,, P,/p,<_HQ,/q, (H une constante),

off

gl(x)----exp(x--,i+!) (i<_x<i+l,i-O, 1,2,...),

alors on a le
Th6orme 1. Soit {a.} une suite telle que a,-o(1). Alors, pour

que la sdrie , a, soit sommable (C, 1), il faut et il sut que la
--0

fonction f(x) soit inte’grable (E.R.v) sur [0, ). Et, dans ce cas,, a.(C, 1)-(E.R.) f(x)dx.
=0

D6monstration. Posons

A,,, ’ I i+2i+. i+l n-1 2, 3,
=0 n+2

et d6montrons que la suite {A,} jouit des conditions (P)-(P).
Premlerement, on volt

A
_
A. A

_
Vl(O, )-A)-(n+. e-1

done, {A} jouit des conditions (P), (P).
Ensuite, puisque f() est born6e dans A e Mes (A)< oo, elle

est sommable sur A.
D’ailleur, pour d6montrer (P), posons

v,(A)- f xgl(x)dx’

alors , a--s(N, p) entraine , a-s(N, q).
--0 t=0

3. Gas de la moyenne (C, 1).
Si l’on d6finit une mesure v par
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2._ 1__ max (i+2) la I,
fb O<i<n--1

e.-- sup ].
Alors, d’aprs la hypothse a.-o(1), on a ].-0 et d0nc e. 0.

Or, supposons que E soit sous-ensemble de A. tel que (E)___
([0, o)-A.), et posons

E=EIi+ i+2 i+l).n/2’
Puisque g(x) est monotone croissante dans l’intervalle i, i/1), on a

gl(x)
\ n/2 / i+2

pour tout x e E;
donc,

Ainsi, on a

Mes (E)

_
--+_e,+.(E).i
(n+2)

n--1

f(x) dx- , a [Mes (E)
i=0

< i
n+ 2

]e"+
=0

1
n+2

].e"+"v,(0, )-- A.)

Par consequent, {A} satisfait (P).
Enfin, on a

f(x)dx- , n-i a- s;,. =o n+2 n/2 "=

d’ofi, (E.R.) f(x)dx-s si et seulement si , a-s (C, 1), c.q.f.d.
n=O

Mainenan, pour se d6barrasser de la condition a-o(1), con-
sid6rons la foneion f(), O<_z< , assoei6e la suite a: a0, a, a,..-,
d6finie par

f(x)=__-?a’(i(i+1)2 gx< (i+ 1)(i+2)2 i-0, 1, 2, ...)
Alors, on ale

Th6orme 2. Pour que a,-s (C, 1), il faut et il sut qu’on
it -o() e (.R.J of()d=..

Dmonstration. 8i de la srie , on en dduit une seeonde

b-a0+ ai ai a2 a a a
.=0

on a, pour m(m+ 1) gn< (m+ 1)(m+ 2)
2 2
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off k--n-- m(m+ 1) + 1, s---, a, s(b)-, b.
2 =0 =o

k(k+ ) .a,}s,_+
2(m+ 1)

D’une part, si s-o(m) et donc a-o(m), on a

n+l 2 2<re+l)
a

D’autre part,

n+l =0 2
2 q. 2i+ 3

m--4 =o 2

d’aprs le Thorme D, les mthodes (, 1)et (, 2n+3. sontet,
\ 2 /

quivalentes.

Ainsi, si s-o(n), , b-s (C, 1) entrane , a,-s (C, 1).
=0 =0

Inversement, si a,--s, on a s=o(n) en vertu du Thorme C,
et donc b,-s (C, 1).

W=0

Enfin, puisque s--o(n) implique b,-o(1), on a, du Thorme 1,

b. (C, 1)-(E.R.u) A(x)dx
W=0

(N.R.) f(w)d, e.q..d.

Si l’on dfinit une mesure , ar
,(A) ,,()g,

off

g.(x)--- exp --exp i, ...),
alors, on a le

Thorme 3. Soit {a.} une suite telle que a=o(log n). Alors,
pour que la sdrie , a, soit sommable (N, (n/ 1)-), il faut et il sujt

que la fonction f(x) soit intdgrable (E.R.) sur [0, ). Et, dans

, (N, (+)-)-(E...) A().

Dmonstration. 8i l’on

=0a log (n+ 4)’
alors, en vertu de la condition a.=o(log n), de la mme manire que
le Thfiorme 1, on peut dfimontrer que la suite {A.} satisfait aux
conditions (P)- (P).

D’ailleurs, on a
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A(x)dx- 1
log (n+ 4)

(log (n+ 4)-- log (i+ 3))a

1 . (log (i-4- 4)-- log (i-i- 8))s.
log (n+ 4)-- log 8

De plus, d’aprs le Th6orme D, la m6thode (, log (n+ 4)
log (n+3)) est 6quivalente la m6thode (N, (n+ 1)-).

Ainsi, on a (E.R.) f()d=s si et seulement si ,a
=s(N, (n+ 1)-), c.q.f.d.


