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248. Sur les structures des espaces ranges. II

Par Yukio YOSHIDA
Universit d’0sak

(Comm. by Kinjir6 K(, ..A., Dec. 12, 1966)

Continuant la note prcdente 5, nous allons tudier les struc-
tures des espaces ranges:) sur les sous-espaces ranges et sur les
fonctions continues au sens d’espace rang.

3 Sous.espaces rangs (continu). Dans ce paragraph, soit
Run espace rang satisfaisant aux axiomes (A) et (B) de M. Hausdorff
et ayant l’indicateur (o et soit A un espace induit de R. ([2 p. 550)

Sur les relations entre la convergence simple dans A et celle
dans R, nous avons eu les propositions 9 et 10 de [5. Ce qu’elles
nous aient montr est le suivant. Si l’espace induit A est un sous-
espace rang de R (_5_ p. 619), alors, d’une suite {x 10_<aw} de
points de A et d’un point x de A, pour que

x e {lim x} dans A
il faut et il suffit que

x e {lim x} dans R.
Mais, sur les convergences propre et quasi-propre nous avons

seulement la proposition suivante.
Proposition 12. Pour une suite {x, [O_crc.o} de points de

l’espace ra ge induit (le sous-espace rangd) A de R et pour un
point x de A, si l’on a

x e {lim-prop x}( e {lim-q-prop x,}) darts R

alors on a
x e {lim-prop x,}( e {lim-q-prop x.}) dans A.

La suite convergente (quasi-) proprement dans un sous espace
rang n’est pas ncessairement convergente (quasi-) proprement dans
l’espace rang entier, parce que la convergence (quasi-) propre vers
un point x est influe par tous les points distincts de x.

Ensuite, pour route partie E de A, posons
2(E; A)-{xlx e { lim x} dans A, off Yax e E}

2(E; A)- {x x e { lim-prop x.} dans A, off x. e E}

2q(E; A)-{x x e { lim-q-prop x.} dans A, off vax e E}

Alors on a
2(E; A)____2(E) A

) Sur les espaces ranges, voir [1] et [2].
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(E; A) (E) A.:)

Et si A est un sous-espace rang de R, alors on a
(E; A)=(E) A

q(E; A)q(E) A.
Pour que la limite simple coincide avec la limite (quasi-)propre

dans un sous espace rang d’un espace rang, nous avons:
Proposition 13. Si un espace angd est (quasi-) sdpardment

rangd,) alors tout sous-espace rangd de R est (quasi-) sdpardment
range.

De mme, sur la limite simple et sur celle ordinaire, nous avons"

Proposition 14. Tout sous-espace rangd d’un espace rangd
arborescent est aussi rangd arborescent.4)

Comme nous avons vu dans [6,) il faut distinguer la notion
des sous-espaces ranges et celle des espaces ranges induits. Pour
que ces deux notions coincident, nous allons donner une axiome
suivant.

Axiome (d). Pour toute suite bien ordonne (n’tant pas nces-
sairement monotone)

v0), v(x), ..., v,(), ...; v.() e (x) (0_< a< a0)
de voisinages d’un point x quelconque de R dont le type 0 est
infrieur l’indicateur (o de R, V.(x) est un voisinage de x de
rang sup /..

Proposition 15. Tout espace induit d’un espace rangd satisfai-
sant d l’axiome (d) est son sous-espace rangd.

Dmonstration. Soient A un espace rang induit d’un espace
rang( R satisfaisant l’axiome (d); x un point quelconque de A;
{ U.(x; A) 0_aw} une suite fondamentale quelconque par rapport

x dans A; U.(x) les voisinages de x dans R tels que
U.(x; A)= U,(x) A (0 <_a< o))

et que U(x; A) et U.(x) soient de mme rang. Alors, par l’axiome
(d), il existe voisinages V.(x)(O<_ao)) dans R tels que

et que V.() et U.(m) soient de meme rang. De ees V.(m), on a
v() A- U() A}

u(; A)
U,(x; A)

et on voit que la suite { V.(x) lO<_a o)} est fondamentale par rapport
x dans R.

De t(E), 2(E), q(E), voir 3j p. 474.
Voir 3 p. 475 et 4 p. 1139.
Voir [4J p. 1140.
Example 5 de p. 105.
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Par consequent, A est un sous-espace rang de R. c.q.f.d.
4. Les fonctions continues (r), (p), et (qp). Dans la note

2, Prof. K. Kunugi a d6fini la continuit6 () et (p): c’est--dire
qu’6tant donn6 deux espaces rang6s R, S ayant le mSme indicateur
co, disons qu’une fonction univoque f d6finie sur une partie A de
R dont les valeurs appartiennent S est continue (r) (ou (1o))
un point de A, si pour toute suite { [0_crw} de points de A
telle qu’on air

x e {lim x} e {lira-prop x}) dans A
on ait

f(x) e {lin f()} ( e {lim-prop f()}) dans S.
Ici, "dans A" signifiera "dans l’espace induit A de R".

Nous allons d6finir, nouveau, la continuit6 (qp) et exposer
certaines des propri6t6s des founctions continues ceux sens.

Dans ce paragraph, soient R, S, et T trois espaces rang6s ayant
le mSme indicateur co et soit f une fonction univoque d6finie sur
une partie A de R dont les valeurs appartiennent S.

Dfinition 3. Nous disons que la fonction f est continue (qp)
un point de A, si, pour toute suite {x 0_cr(co} de points de

A telle que l’on ait
e {lim-q-prop x} dans A

on ait
f(x) e {lim-q-prop f(x)} dans S.

Une fonction est dite continue (qp) lorsqu’elle est continue (qp)
tous les points de son ensemble de d6finition.
Proposition 16. Si la foncion f es continue () (ou (p), ou

(qp)) dun point x de A, alors pour toute pattie E de A
x e (E; A)

(ou e 2(E; A), ou e 2(E; A))
entraine

f(x) e 2(f(E))
(ou e 2(f(E)), ou e 2q(f(E))).

Corollaire 1. Si la fonction f est continue (r) (ou(p), ou (qp)),
alors, pour route pattie E de A, on a

f(2(E; A))2(f(E))
(ou f(2(E; A))2(f(E)), ou f(2q(E; A))2q(f(E))).

De plus, l’image inverse de toute pattie fermde (r) (ouverte (r))
de S est fermde (r) (ouverte (r)) dans A.

Corollaire 2. Darts le corollaire 1, si l’espace A un sous-
espace rangd de R, alors on a

f(2(E) A)2(f(E)).
Les rciproques de ces proposition et corollaires est inexacts.
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Nous le montrons dans l’example suivant.
Example 1o Soient R, S les totalits de nombres rels. Prenons

pour le voisinage de range n(OgnWo) d’un point x quelconque de
R interval (x 2-, x / 2-), et pour les voisinages de rang n(0

_
n o)0)

d’un point x quelconque de S deux intervals (x-2-, x, x, x+2-)
et ensemble {x}. Alors R et S devient deux espaces ranges ayant
le mme indicateur o)0. Puisque R et S sont s@arment ranges,
pour toute partie E de R ou de S, on a

(E)-(E)-q(E)
et, de plus, pour route partie E de R, on a

2(E)=E.
Soit f la fonction qui correspond tout nombre rel x de R le

m.me x de S: c’est--dire
f(x)-x.

De cette fonction f, nous avons, pour toute partie E de R,
f(2(E))-2(f(E)).

D’autre part, f n’est ni continue (r), ni (p), ni (qp) tout point
x de R. Car, la suite

converge simplement vers x dans R, mais elle ne converge pas
simplement vers x dans S.

Ensuite, nous allons donner une condition pour qu’une fonction
soit continue (r).

Poposition 17. Soit x un point de A. Supposons que pour
route suite fondamentae

{ U,(x; A) 0 a< w}
de voisinages par rapport d x dans A, il existe une suite fonda-
mentale

v (y) o <_ <
de voisinages par rapport au point y=f(x) de S telle que pour
tout (0

_
o) il existe un (0

_
w) tel que l’on air

f U,(x; A)) Va(y).
Alors la fonction f est continue (r) x.

Sur la continuit de la restriction d’une fonction continue (r)
nous avons:

Proposition 18. Si la fonction f est continue (r), alors la
restriction de f d un sous-espace rangd B de A est aussi continue
(r).

Dans cette proposition, on ne peut pas remplacer "sous-espace
rang" par "espace rang induit".

La restriction d’une fonction continue (p) (ou (qp)) un sous-
espace rang de son domaine de dfinition n’est pas ncessairement
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continue (p) (ou (qp)). Nous le montrons dans l’example suivant.
Example 2. Dans l’example 1 de la note [7, soient

z, (z’ 0_< < Oo)(O<n< Oo)
o

x)--0

x) { 2 lorsque -0
n lorsque

et posons A {x. 10<n<Wo}. Alors espace induit A de R devient un
sous-espace rang6 de <R, p>.

La projection p(x) est une fonction continue (p)et (qp)d’espace
<R,p> sur l’espace rang6 de tous les hombres r6els, conicidant
ave l’espace rang6 R de l’example 1 dans cette note. Mais la
restriction de p(x) A n’est ni continue (p) ni (qp) au point xo,
parce que la suite {x ]0_<n<wo} converge proprement et quasi-
proprement vers x0 dans l’espace A, et que l’on a

p(x)=n (0<n<w0).
Enfin, soit g une fonction univoque d6finie sur une partie B de

S dont les valeurs appartiennent T. De plus, supposons que f(A)
soit cont6nu B.

Proposition 19. Si la fonction f est continue d x de R et si
la fonction g est continue y f(x), alors la fonction composg
h-gof de R dans T est continue au point x.
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