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Stetige Konvergenz und der Satz yon Ascoli
und Arzeld. VI

Von Harry POPPE
Sektion lViathematik, Ernst-Moritz Arndt Universitit, D. D. R.

(Comm. by Kinjir8 KUNU(I, M. Z. A., May 13, 1968)

Wir ziehen zum Schluss noch einige Folgerungen aus (6) Y,Z
seien L-Riume, Z erftille das Axiom L III und sei Hausdorffsch
(Axiom LTd.). Dann sind die folgenden Aussagen iiquivalent"

(I) Es sei lim eine Limesabbildung ftir C(Y, Z), die grSBer als
die Limesabbildung p-lim der punktweisen Konvergenz ist (d.h. aus
der Konvergenz beztiglich lim folgt die Konvergenz beztiglich p-lim).
Es sei (C(Y, Z), lim) ein L-Raum. Ist dann H C(Y, Z) beztiglich lim
kompakt, so olgt, dab H gleichstetig ist.

(II) Ftir jeden L-Raum X mit der Eigenschaft, dab jeder kon-
vergente Ultrafilter in X eine kompakte Menge enthiilt, gilt: Ist
f e C(X, (C(Y, Z), lim)), so olgt f- h-(f) e C(X Y, Z). (Es ist
f(x, y)=f(x)(y)). Die Aussage (6) gilt insbesondere, wenn Y ein
beliebiger topologischer Raum, Z ein Hausdorffscher topologischer
Raum und lim die einer Topologie v ftir C(Y,Z) (mit vv, v, die
Topologie der punktweisen Konvergenz) unterliegende Topologie ist.

Ftir v erhilt man:
(12) Y sei ein beliebiger, Z ein Hausdorffscher topologischer

Raum. Dann sind die Aussagen iquivalent"

(I) Jede beztiglich v kompakte Menge Hc C(Y, Z) ist gleichstetig
(evenly continuous).

(II) Ftir jeden topologischen Raum X mit der Eigenschaft, dab
jeder konvergente Ultrafilter eine kompakte Menge von X enthilt,
gilt h(C(X Y, Z))= C(X, (C(Y, Z), v)). Ist H C(Y, Z) v-kompakt,
so folgt (a): H ist abgeschlossen in C(Y, Z) beztiglich v, (b): H(y) ist
kompakt ftir jedes y e Y. Ist nun Z zusiitzlich regulir und gelten
ftir HC(Y, Z) die Bedingungen (a), (b), und (c): H ist gleichstetig,
so folgt aus Satz (11), (III), 1., fl), dab H kompakt beziiglich v ist.
Ferner erftillt jeder kompakte Raum X die in (II) genannte Bedin-
gung: (/) Jeder konvergente Ultrafilter in X enthilt eine kompakte
Menge. Folglich erhilt man als Spezialfall den Satz (5) von Noble.

Aus (12) und aus (11), (III), 2. erhalten wir
(13) X, Y, Z seien topologische Riiume, X gentige der Bedingung

(.), Y sei ein Hausdorffscher k-Raum und Z sei Hausdorffsch. Dann
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gilt () h(C(X X Y), Z)= C(X, C(Y, Z), r).
Bemerkung" Offenbar erftillt jeder lokalkompakte Raum X die

Bedingung (,). Wir vermuten, daft die Bedingung (,) allgemeiner
ist; jedoch ist es uns noch nicht gelungen, ein Beispiel eines, insbe-
sondere Hausdorffschen und reguliiren Raumes anzugeben, der nicht
lokalkompakt ist, aber (,) erftillt. Ftir Hausdorffsche lokalkompakte
X ist (13) ein Ergebnis von Morita (man vergleiche [3], Korrolar 1.9;
[3] enthilt Untersuchungen fiber die Gfiltigkeit von (**); diese Ergeb-
nisse werden in [7] weitergeftihrt und verallgemeinert).

Wir tibertragen nun noch den bekannten Satz" "Das kartesische
Produkt eines Hausdorffschen lokalkompakten Raumes mit einem
Hausdorffschen k-Raum ist ein Hausdorffscher k-Raum" (siehe etwa
[2] oder [4]) auf Riiume, die (,) gentigen. Wir tibertragen dabei den
Beweis in [2].

(14) X und Y seien Hausdorffsche Riiume, X gentige der Bedin-
gung (,) und Y sei ein k-Raum. Dann ist auch XX Y ein k-Raum.

Beweis" Es sei CcXX Y und Cf3K sei abgeschlossen ftir jede
kompakte Menge KcXX Y; sei (x, y)e ; dann gibt es einen Ultra-
filter inX Y mit C e und (x, y); wir setzen 7vl=prx, m.-pr;
7 ist Ultrafilter in X mit 7--,x und przC e ; nach Voraussetzung
existiert dann eine kompakte Menge KX mit K e r; wir zeigen,
daf x e prx (C (3 (K x {y})) gilt" U sei eine beliebige Umgebung von
x; da X regul/r ist, existiert eine Umgebung V von x mit U; sei
V=K IF; dann gilt V ist kompakt, VK, VU, V e , und
x(3V, denn wegen K-K und -*x gilt xeK; es sei S
prr(C (V Y)) L sei eine beliebige kompakte Teilmenge von Y

es ist SL-prr(Cf3(VL)); nach der Voraussetzung fiber C ist
C f3 (V L) abgeschlossen und somit kompakt, folglich ist S f3 L kom-
pakt und damit abgeschlossen in Y; da Y ein k-Raum ist, ist somit S
abgeschlossen. W sei eine beliebige Umgebung von y, dann gilt
C f3 (V x W):/= 96" es gilt ,--*y, also W e , wegen V e 7 gilt also
V W e 7 m.7, wegen C 7 folgt C (V W) :/= 95 folglich ist
auch S Yl W=prr(C f3 (V X W))4: damit gilt y e S. Es existiert dann
ein x e X mit (x, y) e C f (V x Y), also ist x e K und x e U folglich
gilt x e prx(C f3 (K x {y})) f3 U nach obiger Schlufweise ist
prx(C f3 (K x {y})) abgeschlossen und, da jede Umgebung von x diese
Menge schneidet, gilt x e prx(C gl (K x {y})) daraus folgt aber
(x, y)e C, d.h. C ist abgeschlossen.

Wir weisen zum Abschluf noch auf folgendes hin" In [8], (3.2a)
gentigt es, wenn L’ ein L-Raum ist (und nicht wie dort ein LT-Raum)
in (3.3) muff man L’ als U-Raum (und nicht als L-Raum)voraussetzen
(entsprechend muff in [9], (8) Y ein U-Raum sein) und in (3.3a) muff
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L’ ein topologischer Raum (statt ein U-Raum) sein.
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