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Stetige Konvergenz und der Satz yon Ascoli
und Arzeld. V

Von Harry POPPE
Sektion Mathematik, Ernst-Moritz Arndt Universitit, D. D. R.

(Comm. by Kinjir6 KUNUGI, M. J. h., May 13, 1968)

Die vorliegende Arbeit enthilt Anwendungen der Ergebnisse von
"III, IV’’) auf Kompaktheitskriterien vom Ascoli-Arzel-Typ (Ver-
schiirfungen von Kriterien in [8] und [6]). Ferner ergibt sich ein
spezielles Ergebnis fiber die Gfiltigkeit des Exponentialgesetzes fir
v. Speziell werden Anwendungen der folgenden Ergebnisse von
"IV" betrachtet. Wir benutzen dabei in der vorliegenden Arbeit die
Bezeichnungen von "III, IV" und iihren die dort begonnene Nume-
rierung der Ergebnisse weiter"

(7) Y, Z seien L-Riiume, Z erffille die Axiome L III und LT; es
sei H C(Y, Z) (oder allgemeiner HZr) lim sei eine Limesabbildurg
ffir H und es gelte

1) H ist bezfiglich lim kompakt,
2) w (H, lim) Y--.Z ist stetig.
Dann ist H gleichstetig.
(8) Y, Z seien L-Rume; es sei HZ lim sei eine Limesabbil-

dung ffir H. Ist A Y, so bezeichnen wir mit f die Einschrnkung
von fe Zr auf A. lim geniige folgenden Bedingungen

(a) Ist KY kompakt, so ist lim ffir q(H) erklirt und die Ab-
bildung q:f-f von (H, lim) auf (q(H), lim) ist stetig.

(b) Ist K kompakt in Y, so stimmen in q(H) lim und s-lim
iiberein.

Es sei MHY und prrM sei kompakt in Y. Dann ist w auf
M stetig.

1) Aus (7)ergibt sich zuniichst ein Satz von Kelley und Morse
([6], Chapter 7, Satz 20):

Y sei ein beliebiger, Z ein Hausdorffscher reguliirer topologischer
Raum; es sei HC(Y, Z) und v sei eine Topologie iir H (oder fir
C(Y, Z)) mit der Eigenschat, dab w (H, v) Y--.Z stetig ist.) Ist
dann Hv-kompakt, so ist H gleichstetig.

Nach (7) genfigt hierbei die Voraussetzung, daft Z Hausdorffsch
ist.

1) Siehe [11].
2) In der englisch-sprachigen Literatur ist hierfiir die Sprechweise "r ist

"admissible" (oder "jointly continuous fiir H" iiblich.
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"(7) lilt sich insbesondere auf die stetige Konvergenz anwenden.
Betrachten wir in (7) speziell lim-s-lim, so ist die Bedingung 2) von
(7) unmittelbar erffillt (siehe [8], (2.3b)). Damit erhalten wir noch-
mals das Ergebnis [8], (3.4a), entsprechend [9] leicht modifiziert (siehe
auch die Fulnote auf S. 9 von "III"). Wir geben diesen Satz hier
an, well wir ihn spiter noch verwenden werden."

(9) Y, Z seien L-Riume es sei HC(Y, Z).
1. Z erffille das Axiom LTs. Dann sind folgende Bedingungen

hinreichend ffir die Kompaktheit von H bezfiglich s-lim"
(a) H ist abgeschlossen bezfiglich s-lim in C(Y, Z).
(b) H(y) (bzw. (H(y))) ist kompakt ffir jedes y e Y.
(c) H ist gleichstetig (im Sinne von (7), (II)).
2. Z erffille die Axiome L III und LT (jedoch nicht notwendig

LT). Ist H kompakt bezfiglich s-lim in C(Y, Z), so erftillt H die
Bedingungen (a), (b), und (c).

Bemerkung: Es ergibt sich also, daft ffir die Notwendigkeit das
Hausdorffsche Trennungsaxiom ausreicht, ffir die hinreichende Aus-
sage benStigt man die Regularitiit, weil nur dann die Grenzfunktion
eines stetig konvergenten Filters aus C(Y, Z) stetig ist (siehe [8],
(2.11). Entsprechende Verallgemeinerungen ergeben sich ffir die
notwendigen Aussagen der Kompaktheitskriterien ffir v in [6] und
[8].

Wir betrachten dazu zunchst die Aussage (8).
2) Y und Z seien topologische Rume; es sei C:(Y,Z)={f

e Z"f: ist stetig auf K ffir jede kompakte Menge KY}. Ist
dann K eine kompakte Menge in Y, so gilt q:(C(Y, Z))C(K, Z).
Ist Y (und damit auch K) Hausdorffsch oder regular, so stimmen in
q:(C(Y, Z))r-lim und s-lim fiberein, wobei v-lim die Konvergenz
bezfiglich v bezeichne (man vergleiche [8], S. 98). Ferner ist
q: (C(Y, Z), r)(q:(C(Y, Z)), z’) stetig (wie man leicht erkennt,
siehe auch [8], S. 117, unten). Damit ist (8) auf H=C(Y, Z) und
lim anwendbar und es folgt ffir M=(C(Y, Z), v)K das Lemma auf
S. 23 von [7], ffir M--(C(Y, Z), v)K etwas spezieller das Lemma
(1.3) von [3] und ffir Mc(C(Y, Z), z’) Y und M ein Hausdorffscher
k-Raum (im Sinne von [6], S. 230) das Lemma der Arbeit [2] von
Bagley und Yang.) (Es ist j a in diesem Falle w genau dann auf M
stetig, wenn die Einschrnkung von w auf jede kompakte und ab-
geschlossene Teilmenge von M stetig ist).

Sind Y, Z beliebige topologische Rume, ist HZ" und A Y, so
heilt H bekanntlich gleichstetig auf A, wenn H=q(H) gleichstetig
in Z ist (siehe [6]). Es gilt dann:

1) In [2] ist spezieller M=H Y, wobei H C(Y, Z).
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(10) Y sei Hausdorffsch oder regular, Z sei Hausdorffsch; es
sei HC(Y, Z) und H sei in C(Y, Z) beziiglich v kompakt. Dann
ist H gleichstetig auf allen kompakten Mengen von Y.

Beweis" Es sei K eine beliebige kompakte Menge aus Y; aus
HC(Y, Z) folgt H:=q:(H)q:(C:(Y Z))C(K, Z); wendet man
(8) und (7) auf H: K C(K, Z) K(-- C(K, Z) K) an, so folgt, dal
H gleichstetig ist.

Nun kSnnen wir noch den Satz (3.10) aus [8] verallgemeinern. In
der hinreichenden Aussage von (3.10) (Aussage 1) wiirde nur die Kom-
paktheit von H in yx betrachtet. (Der Zusatz "(H C(X, Y)" in der
Voraussetzung von 1. ist fiberfliissig.) Ferner mul in der notwendi-
gen Aussage (Aussage 2.) X nicht als beliebiger topologischer sondern
als Hausdorffscher oder reguliirer Raum vorausgesetzt werden (es
wurde im Beweis das Kriterium (3.6) von [8] benutzt !).

Die neue erweiterte Fassung von [8], (3.10) lautet nun:
(11) Satz: Abgeschlossenheit und Kompaktheit beziehen sich

im folgenden stets auf v.
(I) Y, Z seien beliebige topologische Rume; es sei HZr.

Hinreichend filr die Kompaktheit von H sind die Bedingungen"
(a) H ist in Zr abgeschlossen.
(b) H(y) ist kompakt fiir jedes y e Y.
(c’) H ist gleichstetig auf jeder kompakten Menge von Y.
(II) 1. Y sei ein beliebiger topologischer Raum, Z sei reguliir;

es sei HC(Y, Z). Hinreichend ffir die Kompaktheit von H in
C(Y, Z) sind die Bedingungen (a):H abgeschlossen in C(Y,Z), (b),
und (c’).

2. Y sei Hausdorffsch oder reguliir, Z sei Hausdorffsch. Dann
sind (a), (b), (c’) notwendig fiir die Kompaktheit von HC(Y, Z).

(III) 1. Y, Z seien Riume wie in (II), 1. es sei HC(Y, Z).
a) H erfillle (a):H ist abgeschlossen in C(Y, Z), (b), und (c’).

Dann ist H in C(Y, Z) kompakt, wenn H auch abgeschlossen ist in
C(Y, Z). Insbesondere ist also H kompakt in C(Y, Z), wenn Y zu-
siitzlich ein k-Raum ist, denn dann gilt C(Y, Z)=C(Y, Z).

/9) H erfiille (a), (b), und (c): H ist gleichstetig. Dann ist H
kompakt in C(Y, Z).

2. Y, Z seien Riiume wie in (II), 2. es sei HC(Y, Z). Not-
wendig ffir die Kompaktheit von H sind die Bedingungen (a), (b), (c’)
von (III), l.

Ist Y zusitzlich ein Hausdorffscher k-Raum, so sind (a), (b), und
(c)" H ist gleichstetig notwendig.

Beweis: (I) wurde in [8] bewiesen. (II), 1. Es genfigt folgen-
des zu zeigen: sei ein Filter in Zr, es sei He, fZrund es
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gelte f e p-lim (punktweise Konvergenz) dann folgt f e C(Y, Z)
sei K eine beliebige kompakte Menge aus Y; dann ist q Filter in
Z und es gilt f e p-lim q in Z; ferner ist H:-q:(H)e q: und
H ist gleichstetig daraus folgt f e s-lim q ([8], 3.2a) und daraus
wiederum f: e C(K, Z) ([8], (2.11)), da Z regular ist.

(II), 2. (a) und (b) sind klar, (c’) folgt aus (10).
(III), 1., a): Nach (II), 1. folgt, dal H kompakt in C:(Y, Z)

ist; wegen HC(Y, Z) ist dann aber H auch in C(Y, Z) kompakt. /)
folgt aus (9), 1.

(III), 2. Der erste Teil folgt aus (II), 2. ist Y zustzlich ein
Hausdorffscher k-Raum, so kann man so schlielen: H ist kompakt
und Hausdorffsch in C(Y, Z) und folglich ist H Y ein Hausdorffscher
k-Raum nach (8) und (7) folgt dann die Behauptung.

(lla) Folgerung: Y sei ein Hausdorffscher k-Raum, Z sei ein
Hausdorffscher und regulrer Raum; es sei HC(Y, Z). Dann ist
H genau dann kompakt in C(Y, Z), wenn die Bedingungen (a), (b),
und (c) gelten.

Das ist der Satz (8.6a) von [8] und der Satz 4 von [2] und verall-
gemeinert das Ergebnis 7.21, Bemerkung von [6]. Bagley und Yang
beweisen (lla) mit Hilfe ihres Lemmas und der Stze aus [6] (der
Beweis von (III), 2. benutzt den Grundgedanken dieses Beweises);
wir zeigten in [8], dal (lla) zu dem Kompaktheitskriterium von Gale
[5] quivalent ist.


