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106. Tauber-Konstanten fiir die Verfahren
Cs, Az und L. 1I

Von Hubert TIETZ
Mathematisches Institut, Universitat Stuttgart, Deutschland

(Comm. by Kinjird KUNUGI, M. J. A., June 10, 1969)

3. Tauber-Konstanten fiir A,, Dem Analogon zu Satz C, fiir
das Verfahren A, stellen wir folgenden Hilfssatz voran.

Hilfssatz 2. a) Fiir A>—1und v=1,2, -
3.1 (v+l)<M2 it MO — 1/F(2+2) fua” —1<4<0
@.D (@t mit M= {lfur}t>0

b) Fiir 2> -1, 2>1 und k>[(A+3)x] ist

3.2) a+a (L4 <ara o (FH4),
wenn A die kleinste ganze Zahl mit A</ bezeichnet.

¢) Fiir festes A=0,1,... und festes v=0,1, ... ldfpt sich die
Funktion

9.6 = i(’” A) t  fir te(,1)
darstellen in der Form

3.3) gu)=3 (” + A)wa £)-1-x,
imo\v+
Beweis. a) Fiir —1<A<0 ist (siehe Wendel [10],* Ungleichung
4)
'+ 2+1D)<v™ () fir v=1,2, ...
und damit

(v+2> _ T'v+4i+1 < P

v—1)7 r)ra+2 =~ ra+2

Fir A>0 und v=1 gilt (8.1) mit M(A)=1. Es sei (8.1) im Fall 1>0 fiir
v=1,2, ..., k—1 mit M(1)=1 bewiesen. Dann ist fiir v=~k

E+A\_k+A (E—=1+2\_k+2 a_ k+2 (=1 . N
W21)=op (s ) s -t B,

(—k;1 )l fallt monoton mit wachsendem 4. Also gilb (3.1)

denn

k+2
7
auch fiir 1>0.
b) Mit f(z)=(1+x)—x-l(’“}c’3) erhalten wir

1(2) — I'k+2+1) _ D1
S (1+x)1+1r(k+1)r(,2+1)["'(kHJ’D ¥(A4+ 1D —log(1 4+ 2)].

#  Vgl. die Literatur am Ende der ersten Arbeit.
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Also ist genau dann f/(A)>0, wenn y(k+2A+1)—(A+1)>log(1+x)
ist. Wegen y(k+A+1)—(A+1)>log(k+ 1) —log(A+1) ist das sicher
der Fall fiir £>(1+2)x.

¢) Fir te(0,1) ist

Z(k+v+/l>tk+v_i _d_li_i perv+a
=0

k+v Al dtii=
und somit
1 dt e L
3.4 gAv(t)_A_!W(l__t) fir 4=0,1, .- -.
Setzen wir bei festem 4=0,1, ... und festem v=0,1, . .
3.5) )=t fz(t)=T1_t_ fiir ¢ e (0, 1),
8o ist
SE®=@w+4-- (u+/1 p+DEE fiir 1< p< A,

(8.6) f‘>(t)—————' fir 1<u<4

A —t)r*1 spsd
Mit (3.5) und (3.6) ergibt swh aus (3.4)

4
gAv(t)_ 1 th (fl J)= Ai Z ( ) S fe

z\i_'. 1 w4+ D! P 7!
mopld—pm! +m! A=t
— 2 U+A) v+ ¢ -1- [1
Satz A,. Ist {4} (v._O 1, -..) eine gegen oo strebende Zahlen-
folge mit ,>0 fiir v>y,>1 und

= 1
3.7 =00,
3.7 2=
gilt ferner—mit einer festen Funktion x=x(n)>n+1-
— [z]
3.8) lim ] 1 =q fiir ein endliches ¢q>0,

n—eo =+l Y,
so st fiir jede Folge (1.1) mit
3.9 lim vy, |a,| =K

y—oo

(K eine endliche Konstante) die Ungleichung
3.10) lim |s,—A,(®)| <qK

n—o

erfiillt. Auferdem gibt es eine reelle Folge mit (3.9), fiir die in (8.10)
das Gleichheitszeichen gilt.
Beweis. Mit

ka(2)=(1+x)-1-l(’“j;1) (1— lix)k fir >0, k=01, -, 2> —1

ist nach (1.8)
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S — A,(2) =8, — z Qo) z G=5,—3] 3 Qu(Da,

- 2[1_ s Qm(z)] a,— iyzongk(z)aw

v=n+l k=v

also fiir n>v,

—Az(x)=”°z'1[1—j;%u)] ,

y=yvp

1 o
150 e,
- 31— 2 Quvha,

v=n+1 D\va =y

wegen

.11 1— z QD)= z Q. (D=0(1) fiir jedes feste v=1,2,

n—oo

also
—A(x)= ogll) + i; c,()v,a,
mit
0 fir 1<y<y,

—.——1 y—l iy
e@)=) Ty &5 QD flr m<v<n

Wegen (3.9) und (3.11) haben wir, nach dem schon erwidhnten Satz
von Agnew, nur noch zu zeigen:

8.12) Tlim Z le(x)| =
Da alle Qm(l)>0 sind, erhalten wir
[z] v—1
5 le@)| = s toy L Sae.m
v=vo VP, =+l Y, v=n+l W, k=0
[A+3)z]-1 oo 1 o
v={z1+1 y\p =[@Fna] v, k=»

=Sl+S2_Ss+S4+S5,
mit S,>0 fiir r=1, --.,5. Esist

S Sy 55 ("“‘ 2) —(1+x)‘1-1[Zx];_1_<v+2)’

also nach (8.1)
S+ S < A +a) M) 5 2

v=vg M v=v

Wegen Voraussetzung (3.8) ist lim Sz._q. Ferner gilt

+3)x [ z]
S< 47 L o) " L o) tiir n—co.

v=lzl+1 Vi, e v=[zl+1 Y
Um noch S;=o0(1) fiir n—oo zu zeigen, geniigt es nach (3.2)

£

(3.13) > ————ZQM(A) o(1) fir n—oo

v=[G+nal Y, &
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und jedes feste A4=0,1, ... nachzuweisen. Wegen Hilfssatz 2. ¢)

. 1
—-mit t=1——— — folgt (3.13) aus
1+ gt ( )

S 1 i fv+4 1 v+p
3.14 4-1 _ von_
( ) »=[é\;3)x] v, (1+2) (v+#) (1 1——‘—+x) A+ a)*=0(1)

flir n—oco und jedes feste #=0,1, ---,4. Nun ist

(,’iiﬁ) = Cﬁﬁ) <+ D=yt 14+0)]  fir y—oo,

also, bei hinreichend groBem #», die linke Seite von (3.14) kleiner als

o 1 1 v
2(1 4+ x)+-4 T yA-p-1 (1_ )
(1+2) v=[(IZ+:3)w] v, Y 1+x

<oMA a1 3 ple-leThE

n—o0 v=[A+3)x]

—o(1)(1+ z)r~4 r == 1)

n—oo 1+

=o@) | wrrterdw [wz v ]
n-—00 1 1+x

=0(1) fir n—oo.
Fassen wir die verschiedenen Abschitzungen fiir die S, (r=1, ---,5)
zusammen, so ergibt sich (3.12).

Aus Satz A, folgt, dhnlich wie in Nr. 2,

Korollar A,. Ist {y,} eine Folge wie in Satz A, und geniigt die
Folge (1.1) der Bedingung (3.9), so ist die Menge der Hdufungspunkte
der Folge (1.1) gleich der Menge der Haufungspunkte ihrer A,-Trans-
formierten A, (x).

Auch das am Ende von Nr. 2 angegebene Beispiel 148t sich auf
die A,-Verfahren anwenden. Dabei kann man die Kopplungsbedingung
(8.8) in der Form

(3.15) I 1 - Iim [log'-?x(n) —logl-*nl=q

schreiben.

4, Tauber.Konstanten fir L. Den Sitzen C, und A, entspricht
fiir das Verfahren L

Sats L. Ist{y,} (v=0,1, ..-.) eine gegen oo strebende Zahlenfolge
mit 4, >0 filr v>y,>1 und
& 1

4.1 .
“.1 »=Z»:a v, logy «
gilt ferner—mit einer festen Funktion x=x(n)>n+1-

— [=
4.2) lim j —-—1———=q fir ein endliches ¢>0,

n—co y=n+1 YA, logv
so ist fiir jede Folge (1.1) mit
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4.3 lim vy, logv|a,| =K

PR

(K eine endliche Konstante) die Ungleichung
4.4) lim|s,—L(z)| <qK

n—oo

erfiillt. AuBerdem gibt es eine reelle Folge mit (4.3), fiir die in (4.4)
das Gleichheitszeichen gilt.
Beweis. Mit der Abkiirzung

1 1 \k+
R,.= (1— ) fiir 2>0,k=0,1, -
TR+ Dlog+a) \ 1+a
ist nach (1.4)
8 — L(%) =8, — ZRM Zak_s }i S R0,
y=0 k=v
=3 [1—2 ka]a, 5 3 Raa,
v=1 k=yv v=n+1l k=y

also fiir n>y,, unter Beachtung von
(4.5) 1— Z ka—Z R,,=o0() fiir jedes feste v=1,2, ..,

n—o

—L(x)=0Q1)+ Z d,(x)vy, log va,

mit
0 fir 1<v<y,

R, fir y,<v<
d(0)= v«i»,log»,;, ¢ fir v<y<n

————Z R,, fir v>mn.
vy, logy i=
Wegen (4.3) und (4.5) bleibt-wie bei A,-nach dem Satz von Agnew
noch zu zeigen, daf

4.6) im z 1d,(2) | =

n—oo y=1

ist. Da alle R,, >0 sind, erhalten wir

Zld(x)l—Z—L”ZRm 51

s=v Y, 10, g vEn+1 Y, logv
(=] -1 [
V-ZT:H v, log' Z: v= [Zx::m v, Iogv k§
=5, +S —S,+8,
mit S, >0 fiir r=1, ...,4. Zunichst ist
1 Lz] 1 v=1 1 [z] 1
Si+8,< =

oS log(1+ ) Z v, log v & E+1 nﬁm” (1+x ‘; v,

=o0(1) fiir n—oo,
da +»,—oco strebt fiir y—oo und die “Matrix” mit dem allgemeinen.
Element
1

a.(n)= ylog(l+x)

@>0,1<y,<v<[x])



No. 6] Tauber-Konstanten. II 483

permanent fiir Nullfolgen ist. Nach (4.2) ist lim S,=¢q. SchlieBlich
erhalten wir noch "

< 1 & 1 i (1__ 1 )"
~ log(1+x) »=tz1+1 Y4, logy i=0 1+
1+ d 1
- log(1+x) v=[{@]+1 )JZ_\]/',,
Damit ist (4.6) bewiesen.
Genau so wie fiir C, und A, erhilt man jetzt
Korollar L. Ist {4} eine Folge wie in Satz L und geniigt die
Folge (1.1) der Bedingung (4.3), so ist die Menge der Hdaufungspunkte
der Folge (1.1) gleich der Menge der Hiufungspunkte threr L-Trans-
formierten L(x).
Mit (2.9) erhalten wir ein Beispiel fiir Satz L, wenn wir
0 fiir 0<y<u(r)
v, log ”_{11;(1)) fir v>(r)
-mit r+p>2-setzen. Dabei 148t sich die Kopplungsbedingung (4.2)
in der Gestalt (3.15) schreiben.

=0() fiir n—oo.



