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106. Tauber.Konstanten fiir die Verfahren
C,, Aa und L. II

Von Hubert TIETZ
Mathematisches Institut, Universitit Stuttgart, Deutschland

(Comm. by Kinjir5 KUNUGI, M. $. A., June, 10, 1969)

3. Tauber.Konstanten fiir A. Dem Analogon zu Satz C. ffir
das Verfahren A stellen wir folgenden Hilfssatz voran.

Hilfssatz 2. a) Fir > 1 und v- 1, 2, ist

( 21) {1/F(2+2) fir--120(3.1) _+ M(2)TM mit M(2)--
1 fr 20.

b) Fr 2 1, x 1 und k [(2 + 3)x] ist

wenn A die kleinste ganze Zahl mit 2A bezeichnet.
c) Fr festes A-0,1,... und festes -0,1,... lgfit sich die

Funktion

g(t)- A t re(o, 1)

a) Nfir 1< 2< 0 ist (siehe Wendel [10],* Ungleiehung

(3.3)

Beweis.
(4))

und damit
F(+2+I)<_+F() fiir -1,2,...

/u+2_ F(u+2+l)
F(,)F(2 + 2) F( --2)

Ffir 20 und u-1 gilt (3.1) mit M(2)-1. Es sei (3.1) im Fall 20 fir
--1, 2, ..., k--1 mit M(2) 1 bewiesen. Dann ist ffir --k

(+)---- k-lk+2 (;_12) k+2k_l (k-1) +-k+2k (k--1)k k+l k+l

denn k+2 (k--l) f/llt monoton mit wachsendem 2. Also gilb (3.1)
k k

auch ffir 2_> 0.

b) Mit f(2)-(l+x)--(k2) erhalten wir

f’(2) F(k+ 2 + 1) [(k+ 2 + 1)- q(2 + 1)- log(1 + x)].
(1 + x)/F(k+ 1)F(2 + 1)

*) Vgl. die, Literatur am Ende der ersten Arbeit.
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Also ist genau dann f’(2)>_O, wenn (k+2+1)--(2+l)_>log(1+x)
ist. Wegen (k+2+l)-qx(2+l)_>log(/c+2)--log(2+l) ist das sicher
der Fall fir k2 (2 + 2)x.

c) Ffir t e (0,1) ist

(k++A)t+ 1 d
k+ A dt =o

und somit
1 d (t"+ 1(3.4) g(t)--
A! dt l--t/ iir A--0, 1,

Setzen wir bei festem A-O, 1,... und festem =0, 1,
1(3.5) fl(t)-t"+, f(t)-- ffir t e (0, 1),

1--t
so ist

(3.6)
f")(t)-(+A)...(+A-l+l)t+- ffir I<_/<_A,

f(,(t)-- / ffir 1_</_<A.
(l_t),/

Mit (3.5) und (3.6) ergibt sich aus (3.4)

g(t)
A! dt

Satz A.
folge mit > 0 fir

_
o> 1 und

1(3.7)
0

=,a 1 (u + A) t.+. #.
,=0/ !(A--/) ( +/) (1-- t)"+

Is$ {} (,--0, 1,...) eine gegen co strebende Zahlen-

gilt ferner-mit einer festen Funktion x- x(n) >_n+ 1-

(3.8) lim , q fir ein endliches q

_
O,

so ist fr ]ede Folge (1.1) mit

(3.9) lim . a. K

(K eine endliche Konstante) die Ungleichung

(3.10) lim 18n-- A(x) <_ qK

erfillt. Aufierdem gibt es eine reelle Folge mit (3.9), fir die in (3.10)
das Gleichheitszeichen gilt.

Beweis. Mit

l+x
ftir x>0, k-0,1,..

ist nach (1.3)
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wegen

(3.)

also -Z Q()- Q(j)- o()
k= k=0

tir jedes feste =1,2,

mit

s-A(x) o(1) + , c(x)a
---,1 =1

0 fiir 1_(0

--o Q,,(2) ftir 0_< n
1 Q(2) far

Wegen (3.9)und (3.11) haben wir, nach dem schon erwahnten Satz
von Agnew, nur noch zu zeigen"

(3.12) lim E c(x)]- q.

I()I- : Q()+ : Q()
:1 =0 9 =0 :+1 =+i =0

E(+)-I 1 1+ : :Q()+

,+<(+ x)-- E ,: -(+
=0 k=0 =0

also nach (3.1)

<--o(1) fir n

Wegen Voraussetzung (3.8) ist li S-q. Ferner gilt

S4g -o(1) ---o(1) ffir n.
=Ex]+l =ExJ+l

Um noch S-o(1) firn zu zeigen, genfigt es nach (3.2)

(.) 1 O(A)-o() ffir no
,=E(J+a)x] k=
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und jedes feste -0,1,... nachzuweisen.
1-mit -1 folgt (3.13) aus

l+x

(8.14) 1 (1+ x)-- A 1 1 (1 + x)+-- o(1)
--+ 1 + x

ffirn und jedes feste Z=0,1,...,A. Nun ist

( A)_ (+A)< (u +A)__-,[1 + o(1)] ffir ,---also, bei hinreiehend grogem , die linke Seite yon (8.14) kleiner als

2(1 +

Wegen Hilfssatz 2. c)

_<o(1)(l/x)- ,--e

o(1)(1 + x)"- v-"-e--dv
1+

l+x
=o(1) ffir nc.

Fassen wir die verschiedenen Abschtzungen ffir die S (r-l,..., 5)
zusammen, so ergibt sich (3.12).

Aus Satz A folgt, hnlich wie in Nr. 2,
Korollar A. Ist {} eine Folge wie in Satz A und genigt die

Folge (1.1) der Bedingung (3.9), so ist die Menge der Hufungspunkte
der Folge (1.1) gleich der Menge der Hufungspunkte ihrer A-Trans-
formierten A(x).

Auch das am Ende von Nr. 2 angegebene Beispiel lt sich auf
die A-Verfahren anwenden. Dabei kann man die Kopplungsbedingung
(3.8) in der Form

1 lim [log-x(n)-- log-n]-- q(3.5) --schreiben.
4. Tauber.Konstanten ffir L. Den Stzen C und A entspricht

ffir das Verahren L
Sats L. Ist {} (-0, 1, ...) eine gegen strebende Zahlenfolge

mit 0 fr o 1 und

(4.1)
= log

gilt ferner-mit einer festen Funktion x- x(n) n+ 1-

+ log

so ist fir ]ede Folge (1.1) mit
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(4.3) lim log la K

(K eine endliche Konstante) die Ungleichung
(4.4) lim s--L(x) <_ qK

erfillt. Aufierdem gibt es eine reelle Folge mit (4.3), fir die in (4.4)
das Gleichheitszeichen gilt.

Beweis. Mit der Abkfirzung
1 (1_ 1 ) /R=

(k+ 1) log(1 + x) 1+ x
ist nach (1.4)

ffir x>0, k=0, 1,

=0 k=O u=0

also fir n>_ 0, unter Beachtung von

(4.5) 1-- R R-o(1) ffir jedes feste ,- 1, 2, .,
= =0

Sn-- L(x) o(1) + d(x) loga
mit

0 far 1<_o

d(x)= ,log, =0

1 R ffir n.y log
Wegen (4.3) und (4.5) bleibt-wie bei A-nach dem Satz von Agnew
noch zu zeigen, da

(4.6)

ist.

lim d(x) q
=I

Da alle R_>0 sind, erhalten wir

-] d(x) 1 -1

Rx + 1
: :, log :+ log

=+ Iog =E+ log

S/S--S/ S,,
mit S_>0 ftir r-l, ..., 4. Zunchst ist

1 ’ 1 ,- 1 --o(1)+ 1 .E 1S / S<_
+ +

o(1) fiir n-oo,
da -oo strebt fiir --oo und die "Matrix" mit dem allgemeinen.
Element

a(x)
p log(1 + x)

(x>0, l(o<_u_< [x])
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permanent ffir Nullfolgen ist. Nach (4.2) ist lim S2=q. Schliellich

erhalten wir noch
1 1 I-- 1S<_

log(l+ x) --+ log =o 1+ x
< l+x 1 _o(1) ftir n-c.

log(l+ x) ;+
Damit ist (4.6) bewiesen.

Genau so wie ftir C. und A erhlt man jetzt
Korollar L. Ist (} eine Folge wie in Satz L und geni4gt die

Folge (1.1) der Bedingung (4.3), so ist die Menge der Hgufungspunkte
der Folge (1.1) gleich der Menge der Hufungspunkte ihrer L-Trans-
formierten L(x).

Mit (2.9) erhalten wir ein Beispiel ftir Satz L, wenn wir
ffir 0<_(r)log - 1() ffir >_(r)

-mit r/ p >2-setzen. Dabei liilt sich die Kopplungsbedingung (4.2)
in der Gestalt (3.15) schreiben.


