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56. Remarque sur la somme des résolvantes

Par Masayuki ITo
Institut Mathématique d’Université de Nagoya

(Comm. by Kinjiré KUNUGI, M. J. A.,, March 12, 1970)

1. Soit X un groupe abélien localement compact, et on désigne
par dx sa mesure de Haar. Rappelons qu'un noyau de Dirichlet £ sur
X est une mesure de Radon positive dans X et dont la transformation
de Fourier est de la forme £=1/4, ol 4 est une fonction définie-négative
sur le groupe dual X de X, & valeurs réelles et telle que 1/2 soit locale-
ment sommable (cf. [1]). Une fonction 4 complexe et continue sur X
est dite d’étre définie-négative si, quel que soit m un entier >0 et quel
que soit ()™, un systéme de X , la forme quadratique

;4 jZ:“l [A(£) + A2 ) — AL, — 2o, (1)
est non-négative.

On connait qu’a un noyau de Dirichlet £ sur X, on peut associer
une famille (x,),;, des noyaux de Dirichlet sur X, et une seule telle que
I’on ait k,=« et, quels que soient p, ¢ >0,

Kp—£q=(q—D)E %Ky, (2)
qui g’appelle la résolvante associée a k.

Continuant la recherche sur la somme des noyaux de Dirichlet
(cf. [3]), on se propose ici de montrer le théoréme suivant:

Théoréme. Soit £k un noyau de Dirichlet sur X, et soit (£,),s, la
résolvante associée d k, alors Uapplication p—k, est vaguement conti-

nue et, pour une mesure positive p(+0) sur [0, oo) et avec fdp< + oo,
K,= I/cpd/u(p) est ausst un noyou de Dirichlet sur X.

Il en résultera immédiatement que la somme des noyaux de Yukawa
est un noyau de Dirichlet.

2. Démonstration du théoréme. Cela résultera du lemme
suivant :

Lemme. Soit 1 une fonction définie-négative sur X et a valeurs
réelles. Pour deux systémes (p)r., et (a)r™, de nombres =0 avec
> a;=1, on pose

1

Zm(j;):—m—'—ai“— . (3)
izipi-{—l(.ﬁ)

Elle est ausst définie-négative sur X , et il existe une mesure de Radon
positive o, symétrique sur X, avec Idam< + oo et telle que
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2771.(-7’;') = Z(:ﬁ) + Do— &m(-'ﬁ% ( 4 )
0% P =3 7y Oy
On le montrera de la maniére inductive par rapport & m. Dans
le cas ot m=1, notre lemme est évident. Soit m=2, on peut supposer
alors que 0< > "'a, <1 et que p;<p,- - - <pPn. On pose

m=1 m=1
b=> 0a, et p;=lZamz. (5)
= bi=1
Supposons que la fonction

A () = (:'i: }Tﬁ}‘@) N (6)

est définie-négative sur Xet qu’il existe une mesure de Radon positive

On_; Symétrique sur X, avec Idom_1< 4 oo et telle que

Ans(8) = 3@ + D= (), (7)

on a alors
2 (ﬁ) — (2(58))2 + (pm ‘+‘ sz — &m_;(.'f/'))Z(.f') + p{zpm —pm&m—l(ﬁ)
" AR)+bpp+ 1A —b)p, — A —b)Gp_1(£)

A+ pu bl (@)= OO G @ (g
R 17 P o i i W P ¢ R

ol

,=(A—=0)pn+bp,)(0Pn+A—0)p,) — 00, >0, (9)

,=1—b*—(1—b))p,—2b(1—b)p, >1—b*—(1—b)*—2b(1—b))p,, =0,
(10)

¢,=b(1—0)>0. a1

La fonction 13(33)=2(33) + bpn,+ QA—-Db)p,— (lTb)&m_l(aE') est définie-
négative sur X, & valeurs réelles et avee 4,(0)=bp, >0, et il existe
done un noyau de Dirichlet £, sur X et telle que ’on ait ¥,=1/4,. On

a Idﬁoél /bDn. En posant
On=00n_1+ Ciky+E*(Co0 m_1+ Co0m_1%0 1), 12)
on obtient alors que Idam < 4 oo et que
An(B)=A(2) +po— & n (D). (13)
Ayant 2,,(0)=0, on a alors Idom <20)+p,, et par suite, A(0)+ Pa

— O m_1(x) est définie-négative sur X avaleurs réelles, d’ou notre lemme.

Montrons notre théoréme. Soit A la fonction définie-négative sur
X et telle que £=1/4, on a alors, quel que soit p >0, k,=1/(p+4). On
a donc

k#=jis,,d;e<p)=jp%dmp>. (14)

Posant
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1 -1
) (p TS dpw)) ", (15)
elle est alors finie et continue dans X , e, d’apres le lemme 1, elle est
définie-négative. Cela indique que «, est un noyau de Dirichlet sur X.
Corollaire. Soit £,(x)=e7?'*/|z| sur Uespace euclidien R* d 3

dimensions,” et soit p une mesure positive sur [0, o) avce Jd/x< + oo,

Ic,,=j/cpd,,(p) est un noyau de Dirichlet sur R® c'est-a-dire, &, satisfait
au principe complet du maximum.?
En effect, on a
1
P*+4r|xf ’
et, d’aprés notre théoréme, £, est un noyau de Dirichlet sur R

’% p(x) =
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1) Cette fonction s’appelle le noyau de Yukawa.

2) Cela signifie que, quelles que soient v;, v, de mesures positives dans R? &
support compact, (£.)*v1(X)<(r.)*va(x)+1 dans R3 dés que la méme inégalité a lieu
sur le support de ;.



