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56. Remarque sur la somme des rsolvanes

Par Masayuki ITO
Institut Mathmatique d’Universit de Nagoya

(Comm. by Kinjir5 KuNuar, M. $. .., March 12, 1970)

1. Soit X un groupe ablien localement compact, et on dsigne
par dx sa mesure de Haar. Rappelons qu’un noyau de Dirichlet sur
X est une mesure de Radon positive dans X et dont la transformation
de Fourier est de la forme k--1//2, oil 2 est une fonction dfinie-ngative
sur le groupe dual . de X, i valeurs relles et telle que 1/2 soit locale-
ment sommable (cf. [1]). Une fonction 2 complexe et continue sur .
est dire d’etre dfinie-ngative si,. quel que soit m un entier >0 et quel
que soit ( )__ un systme de ., la forme quadratique, z [2(2)+2()-2(-2)]p ( 1 )

=I =I
est non-ngative.

On connait qu’t un noyau de Dirichlet sur X, on peut associer
une famille ()z0 des noyaux de Dirichlet sur X, et une seule telle que
l’on air 0- et, quels que soient p, q0,

ICp--lCq’-(q--p)lgp*lq, ( 2 )
qui s’appelle la rsolwnte assoeie i .

Continuant la recherche sur la somme des noyux de Diriehlet
(e. [8]), on se propose iei de montrer le thorme suivant"

Thorme. Soit un noyau de Dirichlet sur X, e soit ()_o la
rdsolvante associde , alors l’application p- est vaguement conti-

nue et, pour une mesure positive/2(0) sur [0, c) et avec |d/2< + c,

[-dt2(p) est aussi un noyau de Dirichlet sur X.
I1 en rsultera immdiatement que 1,a somme des noyaux de Yukawa

est un noyau de Dirichlet.
2. D4monstration du thorme. Cela rsultera du lemme

suivant"
Lemme. Soit une fonction ddfinie-ndgative sur et valeurs

rgelles. Pour deux systdmes (p)= et (a),= de hombres >=0 avec,__ a-- l, on pose

2m(&) 1 ( 3 ). a
=,p+()

Elle est aussi ddfinie-nggative sur J, et il existe une mesure de Radon

positive am symdtrique sur X, avec [dam + oo et telle que
J
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(:) (:) +p-&(), ( 4 )
oie p :,ap.

On le montrera de la manire inductive par rapport m. Dans
le cas off m= 1, notre lemme est vident. Soit m2, on peut supposer
alors que 0a(1 et que pp... p. On pose

m-1 I m-1

Supposons que la fonction

- p+()
( 6 )

est dfinie-ngative sur et qu’il existe une mesure de Radon positive

symtrique sur X, avec .da_ + et telleqm-1 que

_() (]() +p--a_()), ( 7 )
O

on a alors

() (())+(P+p--_())()+
()+bp+ (1-- b)p- (1-- b)_()

C(2) +p-- ba_(2) c+ ca_(2) + a(a_(2))
()+ bp+ (1-- b)p-- (1-- b)_(2)

( 8 )

off
c=((1--b)p + bp)(bp+(1-b)p)--pp>O, ( 9 )
c=(1-- b-(1 b))p 2b(1 b)p > (1 b-(1 b)-2b(1 b))p O,

(0)
c b(- b) > 0. (1)
La fonction 2(2) 2(2) + bp+ (1- b)p- (1- b)b_(2) est d6finie-
n6gative sur , valeurs r6elles et avec 2()bpO, et il existe
done un noyau de Dirichlet x sur X et telle que l’on ait ko=l/2. On
a J’dx 1/bp. En posant

a ba_+cr+x,(ca_+ ca_,a_), (12)

on obtient alors que fda( + et que

2()=2() +p a(

Ayant 2()0, on a alors fda2()+p, et par suite, 2()+p
--b_(x) est d6finie-n6gative sur valeurs r6elles, d’ofi notre lemme.

Montrons notre th6orbme. Soit 2 la fonction d6finie-n6gative sur
et telle que k 1/2, on a alors, quel que soit p 0, k-1/(p + ). On

a done

I I 1 d(p). (14)

Posant
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(:) 1 d[(p) (15)
p+($)

elle est alors finie et continue dans , et, d’aprs le lemme 1, elle est
dfinie-ngative. Cela indique que est un noyau de Dirichlet sur X.

Corollaire. Soit ,(x)-e-*l/Ix sur l’espace euclidien R 3

dimensions,) et soit [ une mesure positive sur [0, c) avce I-d[ +
x-[,d,(p) est un noyau de Dirichlet sur R, c’est--dire, x satisfait
au principe complet du maximum.)

En effect, on a
1(x)

p+4lxl
et, d’aprs notre thorme, x est un noyau de Dirichlet sur R.
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1) Cette fonction s’appelle le noyau de Yukawa.
2) Cela signifie que, quelles que soient 1, de mesures positives dans R

support compact, ()*l(x)_()*(x)/l dans R ds que la mme ingalit a lieu
sur le support de 1.


