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124. Sur certaines équations fonctionnelles-différentielles-aux
différences d plusieurs variables indépendentes””

Par M. N. OGUZTORELI® et D. MANGERON**

(Comm. by Kinjiré KUNUGI, M. J. A., June 12, 1970)

1. La mise en oeuvre systématique par V. Volterra du principe
de passage du discontinu au continu, cristallisé dans son ouvrage,
helas! non achevé, planifié & paraitre en trois volumes, & savoir: I.
Généralités sur les fonctionnelles. Théorie des équations intégrales
[1]; II. Composition. Equations intégro-diff érentielles et aux dérivées
fonctionnelles. Application des fonctionnelles a Uextension de la
théorie des fonctions analytiques et III. Compléments contenant en
particulier une exposition sur les théories modernes du Calcul des
variations et les fonctionnelles analytiques et les applications a la
Mécanique, & la Physique mathématique, a la Biologie, d la Statistique
et a UE conomie politique, parallelement & I’essor de l6euvre collective
monumentale du Bourbaki [2], oll, & c6té de I’exposition des théories
mathématiques du point de vue de leurs structures, c’est a dire & coté
de l'isolation des structures on y trouve de trés prolifiques actions de
méler, a contribué dans les derniéres décades & 1’élaboration des mises
au point dédiées séparément aux équations intégrales [3]-[4], aux
équations aux arguments retardés [5]-[7], aux équations aux différences
finies [8]-[9], aux équations aux récurrences [10], aux équations fone-
tionnelles [11]-[12] et d’autres encore, et, d’autre c6té, a la parution
d’un nombre assez grand de travaux ou l'on étudie les propriétés
appartenant simultanément aux différentes sousdivisions de I'’ensemble
des équations fonctionelles entendues au sens assez large de ce mot.?
On en trouve aujourd’hui des travaux consacrés aux équations fone-
tionnelles-différentielles [18]-[14], aux équations différen-tielles aux
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différences [15]-[16], aux équations intégro-différentielles, linéaires ou
non, aux opérateurs polyvibrants, polyharmoniques et polycaloriques,
aux arguments retardés [17]-[24] et d’autres encore.

Dans ce qui suit les auteurs déterminent, d’apres ce qu’ils savent
pour la premiére fois, les solutions de certaines équations fonctionn-
elles-différentielles-aux différences & plusieurs variables indépendentes.

2. Soit I’équation fonctionnelle-aux différences
@21) F@+&y+n;a)=F(r,y;a—D)+F(E,n; a—1)+Q(a)
et les équations fonctionnelles-différencielles-aux différences
2.2) F@+&y+n;0=

oon oo

Soy (2, Y5 a— 1)+asna —F(&, 7; a—1)+Q(a),
et
@3 0" F@+é,y+n; 0=F@y; a—D+FE7n; a—D+Q@),

oxmoy"

oll Q() est une fonction sommable donnée de o et m et n sont des
nombres entiers positifs. Tout en soulignant le fait que les équations
ci-dessus embrassent une classe assez vaste d’équations fonctionnelles-
aux différences et d’équations fonctionnelles-différentielles-aux
différences et en tenant compte que chaque solution F(x,y; a) de
I’équation (2.1), intégrable, pour tous a, par rapport a x et y est aussi
bien différentiable par rapport a ces mémes variables et que les
solutions des équations (2.2) et (2.8) admettent des dérivées d’ordre
quelconque par rapport a x et v, prenons le départ de I’équation (2.1).
Posons

2.4) F,0; a)={(a).

Puisque ’équation (2.1) devient, pour x=y=&§=7=0, I’équation aux
différences finies

(2.5) (o) —2L(a —1)=Q(a),
on obtient pour la fonction {(«) 'expression
(2.6) 0(a) = (@) + w(a)2s,

oll w,(a) est une fonction périodique arbitraire de a, de période 1, et
(@) est une solution particuliére de I’équation (2.5).
En appliquant & I’équation (2.1) I'opérateur différentiel polyvibrant

—a—@;——, ou ce que est le méme V'opérateur de dérivée totale au sens de
oy
M. Picone [25]-[26], on obtient
0? 0?

. ——F ; ———F a—1
2.7 T @+&,y+n; 0= T (@,v; )
et on en conclut que 'on a
@.8) " _F@,y; m)=Cla),

0x0y
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ol C(a@) est une fonction qui ne depend que de «. En intégrant ’equa-
tion (2.8) par rapport aux variables « et ¥ et en substituant le résultat
acquis dans (2.1) pour en déterminer les inconnues, on peut enoncer le
Théoréme 1. L’équation fonctionnelle-oux différences (2.1) a
pour solution une fonction F(x,y ; a) qut peut s’écrire sous la, forme
2.9) F(x,y; a)=C(a)+ o(a)2*+ o,(a)x + o)y,
ot wy(a)(k=0,1,2) sont des fonctions périodiques de «, de période 1,
et {(a) est une solution particuliére de I'équation aux diff érences finies
2.5).
3. Les considérations et les raisonnements similaires nous con-
duisent a la détermination des solutions-cette fois-ci uniques- des équa-
tions (2.2) et (2.3). Elles cont données respectivement par

3.1 F,y; a)=Q)
et
3.2) mawm=—%mm.

Remarque. Tout en soulignant le fait que ’équation fonctionnelle-
aux différences ou bien les équations fonctionnelles-différentielles-aux
différences & un nombre quelconque de variables indépendentes® x,, «,,
-+, %,, aux opérateurs polyvibrants
(3-3) F(xl+él, ° ',xn+§n > a)

=F(xl’ ceey Xy a—1)+F($1, Tty En ’ a_1)+Q(a),
(3-4) F(x1+§1’ Tty xn+$n > (X)

—‘_.—___—a" DY . —_—
- axl. . .axn F(x“ ’x" ’ * 1)
o e
+7$—1—6—5:F($” ° "gn’a’ 1)+Q(a)
et
35 0 F@+by 3t @)
ox,- - -0z,

=F@, -, &n;a—D)+FE&, -+, & a—1)+ Q@)
peuvent étre analysées d’unemaniére analogue, mentionnons ici que
dans I'une de nos prochaines Notes nous exposerons nombre de résultats
concernant les équations fonctionnelles-différentielles-aux différences
dont les premiers membres se déduisent des numérateurs des express-
ions qui conduisent & la limite aux dérivées polivibrantes ou bien des
expressions des moyennes. Telles sont, par ex., les expressions de
départ:

3.6)

F(x1+ '51’ x2+$2)+F(x1_$1, xz—52)¢F(901+51» xZ_EZ):F(xI_SI’ xz‘l‘ Sz)’
ou bien

3) Il est presque superflu de souligner que dans certains problémes on aura
& faire distinction des cas o » est un nombre naturel pair ou bien impair.
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3.7 F(w,+ &, 2,4 & 03+ )+ Far,— &, %4 &5, 03+ &)

+F(x1—$1. xZ—SZ’ x8_$3)+F(w1+$1’ x2~_€29 x3—$3)

$F(xl+ El’ x2+ &2) xs_‘ Ss)‘T‘F(xl_ El, x2+ SZ’ x3_ 53)

FF@,+ &, 2,— & 23+ E)FF(,— &1, 2,— &5y 24+ &)
qui correspondent aux cas de deux et trois variables indépendentes
respectivement.
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