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Sur la transformation homogne du noyau de Dirichlet

Par Yoshifusa ITO
Dpartement de Physiologie, Universit de Nagoya

(Comm. by Kinjir5 KUNUGI, M. Z. ,., March 12, 1971)

Soit x-Tx un isomorphisme de l’espace euclidien R / n(>=3)
dimensions sur lui-mme et qui applique un noyau positivement homo-
gne/ un noyau positivement homogne du mme ordre. Alors, pour
que l’isomorphisme applique la classe des noyau de Dirichlet dans elle-
mme, il faut et il suffit que T soit linaire. I1 se basera sur le fair
qu’un noyau de Dirichlet homogne d’ordre 2-n est niveau elliptique.

1 Prliminaire. Un noyau elliptique sur R est, par dfinition,
symtrique et niveau elliptique. S’il existe un nombre r tel que k(ax)
--a"k(x) pour a(0), on dit que k(x) est positivement homogne d’ordre
or. Soit x-Tx un isomorphisme de R sur lui-mme et tel que, pour
un noyau k(x) positivement homogne, k(Tx) soit un noyau positivement
homogne du mme ordre. En ce moment, on dit que Test homogne.

Notre mthode se basera sur le thorme de Lvy-Khinchin [1].
D’aprs le thorme, pour que k(x) soit un noyau de Dirichlet [2], it faut
et il suffit que 1,on puisse crire

( 1 ) fc(y)= 1

a +Xbyy+J(1- e2’z)da(z)

oh le second membre est localement sommable. Les signes/h et repr-
sentent respectivement la transformation de Fourier sur R et le
produit intrieur, a est une constante non-ngative, (b) une matrice
dfinie-positive, eta est une mesure de Radon positive dans R-{0} et
telle que

li.i, < + oo.

La dSeomposition (1) est uniquement dtermine.
2. NoTaux elliptiques On va, d’abord, preparer le lemme

suivant.
Lemme 1. Soi tc un noyau positivemen homogne d’ordre or-n,

fc, la transformation de Fourier de , est alors un noyau positivement
homogne d’ordre .

En effet,

fc(ay)=e2"’k(x)dx--l-fc(y) pour a(>O).

On peut affirmer que si k est un noyau elliptique homogne d’ordre
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a--n, f est un noyau elliptique homogne d’ordre - dans R. Enon-
qons prcisment ci-dessus.

Lemme 2. Soit

k(x)- 1 pour x e R-{0},
(xAx)(-)/

o A est une matrice ddfinie-positive et non-singul@re, alors,

k(y)- F(a/2) 7(n/)-" 1 pour y e R--{0}.
F((n-a)/2) /[A[ (ytA-y)"/

En effet, on peut crire
1 e-xx/-n+.-ld"k(x)-

2n-"-zF((n )/2) Jo
En posant

on a

Par consequent,

k(y)

(Y)-- .(2.)n. (ne-:.ytA-l"

p((n- )/)
F(/2) /)-" 1

F((n--)/2) A[ (ytA-iy)"/

On montra ensuite qu’un noyau de Dirichlet homogne d’ordre
2-n est toujours elliptique.

Th4orme. Pour qu’un noyau k positivement homogne d’ordre
2-n soit un noyau de Dirichlet, il faut et il sut que k soit elliptique.

Le thorme rsulte du lemme suivant"
Lemme . Soit 6 une mesure sur R--{0} telle que

zl --da(z),
+izi

alors

lim 1 y_
lyl- (1-e"Y’gda(z)-O.

En effet, pour 0 arbitraire, il existe un nombre 0 tel que

lyl
On a, d’autre part,

lim 11 (1-e"’gda(z)l<lim. 2 I da(z)-O.

On obtient ainsi le rsultat different de celui dans [3] par la manire
analogique.

Dmonstration du thorme 1.--D’aprs le lemme 1, (y) est un
noyau positivement homogne d’ordre -2, et, en vertu du lemme cides-
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SUS, a=0 et a--0 dans la dcomposition de Lvy-Khinchin (1). Par
consequent, (y) est elliptique, et donc k(x) est un noyau elliptique
d’aprs le lemme 2.

Corollaire. Pour 0_<2, un noyau k ellip$ique e$ homogne
d’ordre -n es un noyau de Dirichlet.

En effet, on peut crire

(y) i
(yA-y)./

qui est une fractionaire de la transformation de Fourier du noyau
elliptique et homogne d’ordre 2--n.

Mais, un noyau de Dirichlet homogne d’ordre q-n(0 2) n’est
pas toujours elliptique. I1 existe un exemple suivant"

Exempleo Soit

(y) i

ci ly lo+ ly .l-+... + ly l
off O<a <2, et C, C., ., C>O.

Alors k est un noyau de Dirichlet non-elliptique et positivement
homogne d’ordre a-n.

En effet, il est clair que k est un noyau positivement homogne
d’ordre a-n en vertu du lemme 1. On peut 4crire, C I1 (1-e’")d(),

i=l

o est une mesure positive dans R-{0}, porte par les axes eoordon-
nes el: homoggne d’ordre --; e’est-/-dire, (az)-a--() pour
tout hombre positif a. D’aprs le lemme ., k n’est plus elliptique.

3. Transformation homogne linfiaire du noTau de Dirichleto
Soil: z---,Tz un isomorphisme homogne de R sur lui-mme. On va
reehereher la condition neessaire el: suffisante pour que l’isomorphisme
applique un noyau de Diriehlet arbitraire/ un noyau de Diriehlet. On
commence avee la recherche de la transformation du noyau de Diriehlet
par un isomorphisme homoggne el: linaire T. On peut 6erire

x,\ /t,,

\n/ \tn, tn tnn/\n/
0il (tu) est une matrice non-singulire c’est--dire, Test une transor-
mtion aifine, homogne et non-singuli&re.

Thor&me 2. Soit k un noyau de Dirichlet. Si T est une trans-
formation ci-dessus, alors k’(x)-k(Tx) l’est aussi.

Dmonstration. D’apr&s le thor&me de Lvy-Khinchin,
1

fc(y)
a +yBy+ (1-- e’Oda(z),
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off a,B et a sont respectivement une constante non-ngative, une
matrice dfinie-positive, et une mesure positive et singulire.

Tandis que,

k,(x)e..dx l k(x,)e’.r-idx’,
off x’-Tx et T[] est la valeur absolue du dterminant de T.

Donc,

off B’=(T-)tBT- et z’= T-z. k(Tx) est un noyau de Dirichlet, car aoT
est une mesure positive et singulire.

D’aprs le thorme ci-dessus, pour qu’un isomorphisme homogne
T applique la classe des noyaux de Dirichlet dans elle-mme, il suffit que
T soit linaire. On va, ensuite, prouver que la condition est ncessaire.

Th4orme . Soit T une isomorphisme homogne, alors, trois
gnoncds suivants sont gquivalents.

a) Pour un noyau de Dirichlet k(x), k(Tx) l’est aussi.
b) Pour un noyau de Dirichlet k(x) d’ ordre 2-n, k(Tx) l’ est aussi.
c) T est lindaire.
Dmonstration. a) implique videmment b), et c)a) a lieu

d’aprs le thorme 2. Donc, en vertu du thorme 1, il suffit de mon-
trer que si T applique un ellipse dans R un ellipse, T est linaire.
L’isomorphisme T s’crit Tx=(A(x),f(x), ...,f(x)), off le system
(f(x)) est linairement independent. I1 est un rsultat immdiat de la
condition ci-dessus que f(x)f(x) (1 i, ]gn) est un polynSme homogne
d’ordre 2 de (x, x,..., Xn). Donc, pour i (lin), f(x) est une onc-
tion linaire et homogne c’est--dire, T est linaire.
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