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69. Sur la transformation homogéne du noyau de Dirichlet

Par Yoshifusa ITo
Département de Physiologie, Université de Nagoya

(Comm. by Kinjiré KUNUGI, M. J. A., March 12, 1971)

BN

Soit x—Tx un isomorphisme de l’espace euclidien R* a n(=3)
dimensions sur lui-méme et qui applique un noyau positivement homo-
géne 4 un noyau positivement homogéne du méme ordre. Alors, pour
que I’isomorphisme applique la classe des noyau de Dirichlet dans elle-
méme, il faut et il suffit que T soit linéaire. Il se basera sur le fait
qu’un noyau de Dirichlet homogeéne d’ordre 2—n est a niveau elliptique.

1. Préliminaire. Un noyau elliptique sur R” est, par définition,
symétrique et a niveau elliptique. S’il existe un nombre « tel que k(ax)
=a*k(x) pour a(>0), on dit que k(x) est positivement homogeéne d’ordre
a. Soit z—Tz un isomorphisme de R” sur lui-méme et tel que, pour
un noyau k(x) positivement homogéne, k(Tx) soit un noyau positivement
homogeéne du méme ordre. En ce moment, on dit que 7' est homogeéne.

Notre méthode se basera sur le théoréme de Lévy-Khinchin [1].
D’apres le théoréme, pour que k(x) soit un noyau de Dirichlet [2], it faut
et il suffit que 1’on puisse écrire

(1) h)= 1 :
0+ Zbyy,+ (- )da()

oll le second membre est localement sommable. Les signes A et . repré-
sentent respectivement la transformation de Fourier sur R* et le
produit intérieur, a est une constante non-négative, (b;;) une matrice
définie-positive, et o est une mesure de Radon positive dans R*—{0} et
telle que

—Iz—lz~—d0(z) < 4 o0,
+|2f

La décomposition (1) est uniquement déterminée.

2. Noyaux elliptiques. On va, d’abord, préparer le lemme
suivant.

Lemme 1. Soit k un noyau positivement homogéne d’ordre a—n,
k, la transformation de Fourier de k, est alors un noyau positivement
homogéne d’ordre —a.

En effet,
L(ay) =J‘ez"”'“”k(w)dx=zla—fc(y) pour a(>0).

On peut affirmer que si k est un noyau elliptique homogéne d’ordre
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a—mn, k est un noyau elliptique homogéne d’ordre —« dans R*. Enon-
¢ons précisément ci-dessus.
Lemme 2. Soit
1

o A est une matrice définie-positive et non-singuliére, alors,
le(y) = I'a/2) n‘"/z:“ 1
I'(n—a)]2) «[A] @Ay
En effet, on peut écrire

fe(x)= 1 eee-Jv‘Anv/Z<725—n+a—1d5.
2r-e 2 (n—a)/2) Jo

pour x € R*—{0},

pour y € R*—{0}.

En posant
h(x) — e—x‘Ax/zaz’
on a

b= (|2Z)ln greTiAT,

Par conséquent,

k(y)=

2(a+2)/2
I'((n—a)/2)
_ I'(a]2) T/ -a 1

I'(n—a)2) VA @Ay

On montra ensuite qu’un noyau de Dirichlet homogéne d’ordre
2—n est toujours elliptique.

Théoreme. Pour qu'un noyau k positivement homogéne d’ordre
2—mn soit un noyau de Dirichlet, il faut et il suffit que k soit elliptique.

Le théoréme résulte du lemme suivant:

Lemme 3. Soit ¢ une mesure sur R"—{0} telle que

[2] d
T4 (ef 0(2) < oo,

N/iw;Ie_.z,,z,;zym—1@,501—1(15
|A]

alors

yero
En effet, pour ¢ >0 arbitraire, il existe un nombre ¢ >0 tel que

A j (1—62””")d0(z)'<47rzj |2} do(z) <e.

[y Wizi<s 121<8
On a, d’autre part,

1 [ _a-ewndo@)|<lim 2 [ de=0.
[y} Jizizs yoo |YP J1alzs
On obtient ainsi le résultat différent de celui dans [3] par la maniere
analogique.
Démonstration du théoréme 1.—D’aprés le lemme 1, #(y) est un

noyau positivement homogéne d’ordre —2, et, en vertu du lemme cides-

lim

Y-
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sus, a=0 et ¢=0 dans la décomposition de Lévy-Khinchin (1). Par
conséquent, %(y) est elliptique, et donc k(x) est un noyau elliptique
d’apres le lemme 2.
Corollaire. Pour 0<a<2, un noyau k elliptique et homogéne
d’ordre a—n est un noyaw de Dirichlet.
En effet, on peut écrire
1

qui est une fractionaire de la transformation de Fourier du noyau
elliptique et homogéne d’ordre 2—mn.
Mais, un noyau de Dirichlet homogéne d’ordre a—n(0 <a <2) n’est
pas toujours elliptique. Il existe un exemple suivant:
Exemple. Soit
A 1
W Cilvl*+Co |0l + - - +Co|Wal*’
ol 0<a<?2,etC,C,, ---,C,>0.

Alors k est un noyau de Dirichlet non-elliptique et positivement
homogéne d’ordre aa—mn.

En effet, il est clair que k& est un noyau positivement homogeéne
d’ordre aa—n en vertu du lemme 1. On peut écrire

i Ci Iyiia:I(l . e2niy.z)do-(z),
i=1

oll ¢ est une mesure positive dans R"— {0}, portée par les axes coordon-
nées et homogene d’ordre —a—mn; c’est-a-dire, o(az)=a"*""¢(z) pour
tout nombre positif a. D’apres le lemme 2, k& n’est plus elliptique.

3. Transformation homogene linéaire du noyau de Dirichlet.
Soit x—Tx un isomorphisme homogéne de R* sur lui-méme. On va
rechercher la condition nécessaire et suffisante pour que ’isomorphisme
applique un noyau de Dirichlet arbitraire & un noyau de Dirichlet. On
commence avec la recherche de la transformation du noyau de Dirichlet
par un isomorphisme homogeéne et linéaire 7. On peut écrire

Z, tu tlz vt tln Xy

@, tzl tzz‘ * ’tzn X,
T:| & |— S,

xn tnl t’nZ tnn xn

ol (t;;) est une matrice non-singuliére ; c¢’est-a-dire, T' est une transfor-
mation affine, homogene et non-singuliére.

Théoréme 2. Soit k un noyaw de Dirichlet. Si T est une trans-
formation ci-dessus, alors k'(x)=k(Tx) I’est aussi.

Démonstration. D’aprés le théoréme de Lévy-Khinchin,

1 )
———=a+Yy'By+ |(1—e*¥9do(z),
o y'By j( (
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ol a,B et ¢ sont respectivement une constante non-négative, une
matrice définie-positive, et une mesure positive et singuliére.
Tandis que,

Ik’(x)e’“'”'”dx: ”;’“ jk(xl)eznix'.T—lydx/,
ou '=Tx et ||T|| est la valeur absolue du déterminant de T'.
Donc,
~—k% S=IT |a+ @9 BA-+ [@— )o@
Y

=|T| [a+y‘B’y+j(1—eWZ')do(Tz/)],

ol B'=(T-)'BT ' et 22=T""2. k(Tx) est un noyau de Dirichlet, car ¢oT
est une mesure positive et singuliére.

D’aprés le théoréme ci-dessus, pour qu’un isomorphisme homogéne
T applique la classe des noyaux de Dirichlet dans elle-méme, il suffit que
T soit linéaire. On va, ensuite, prouver que la condition est nécessaire.

Théoréeme 3. Soit T une isomorphisme homogéne, alors, trois
énoncés sutvants sont équivalents.

a) Pour un noyau de Dirichlet k(x), k(Tx) ’est ausst.

b) Pour un noyau de Dirichlet k(x) d’ordre 2—mn, k(Tx) I’ est aussi.

c¢) T est linéaire.

Démonstration. a) implique évidemment b), et ¢)=>a) a lieu
d’aprés le théoréme 2. Done, en vertu du théoréme 1, il suffit de mon-
trer que si T applique un ellipse dans R” & un ellipse, T est linéaire.
L’isomorphisme T g’écrit Tax=(f(x), fi(x), -+ -, fo(x)), ol le system
(fi(x)) est linéairement indépendent. Il est un résultat immédiat de la
condition ci-dessus que f;(x)f;(x) (1<%, j <n) est un polynéme homogéne
d’ordre 2 de (x;, ®,, - -+, 2,). Donec, pour ¢ (1<i<n), fi(x) est une fonc-
tion linéaire et homogéne ; ¢’est-a-dire, T est linéaire.
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