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Une remarque sur la perturbation d’oprateurs
m.accrtifs dans un espace de Banach

Par Yoshio KONISHI
Dpartement de Mathmatiques, Universit de Tokyo

(Comm. by Kunihiko KODAIRA, M. J. A., March 13, 1972)

1. Soit X un espace de Banach sur R et soit A un oprateur
(univoque) de D(A)X dans X. On dit que A est accrgtif si

pour 0 et x, x e D(A).
Tout oprateur A accrtif dans X ayant la proprit R(I+A)-X est
dit m-accrgtif. Rcemment Webb, dans [8], a obtenu le rsultat suivant"

Proposition. Soit le ggngrateur infinitgsimal d’un semi-groupe
continu de contractions lindaires dans X1 et soit B" XX un opdrateur
continu, partout dgfini et accrgtif. Alors --+B est m-accrgtif.

Le but de cette note est d’indiquer une application de cette pro-
position.

2. Rappelons-nous qu’un oprateur A dans X est accrti si et
seulement si

r(x--x,Ax--Ax)>_O pour x,xeD(A),
oh r(x, y)-lim,0 (Ix+eYll-llxl)/e.

Soient S un espace localement compact et/ une mesure positive
sur S telle que
(2.1) /(S) < c.

Dans le cas oh X=L(S), on a

(2.2) r(f, g)--f (sgn f(s))g(s)l(ds) + [ g(s) l(ds)
J{seS; f (s) 0} d

(voir Sato [7]). D’autre part, soit fl" D(fl)cR-R une fonction m-accre-
tive non ncessairement partout dfinie. On fair correspondre h fl un
prolongement canonique fl dans L(S) en posant"

D(flx)-{u e LI(S) u(s) e D(fl) p.p. sur Set fl(u(.)) e LI(S)},(2.3)
(u)(s) (u(s)), s e S, si u e D().

On vrifie aisment que est m-accrtif.
On obtient le
Thorme. Soit le ggndrateur infinitgsimal d’un semi-groupe

{exp (t)}t0 continu de contractions lingaires dans LI(S). Supposons
que ce semi-groupe soit {(sous-Markov}} au sens de Kunita [6]" si f e LI(S)
et 0 <_.f <_ 1, on a 0 <_ exp (t)f 1 pour tout t >_ O. Alors + est m-

1) Par consequent --_ est m-accrtif.
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accrdtif pourvu que 0 e D().
Ce thorme gnralise le thorme B, (i) de Konishi [5]. Le

rsultat correspondant dans L (lpc) a t obtenu partiellement
par Konishi [4] et Brezis, Crandall et Pazy [1] (pour multivoque).)

3. Le principe de la dmonstration est semblable celui utilis
par [5]. Notons que est ((compltement dispersif)) ([6])"
(3.1) a((f-c)+, f)gO pour f e D() et c e [0, ),
oh

a(f g) inf r(f (g + k) (-- cf)), f O,
ce[0,),fAI =o

et que, d’aprs [7],

a(f g) g(s)z(ds), f O.
J{seS; f(s) >0}

Dmonstration du thorme. I1 est clair, grace h (2.2), que

--+ est accrtif. I1 ne nous reste qu’h montrer que R(I--+)
=L(S). Sans restreindre la gnralit, on peut supposer dornavant
que (0) =0.
1 dtape. Nous commenons par tablir R(I--+)DL(S). Fixons

f e L(S). On dfinit une fonction f m-accretive borne partout
dfinie"

(((I+ )-(f)) si r>(I+)-([fl)

o II’II--II’IIL(*)" On dfinit l’oprateur { clans L(S) par (2.3) avee

fl. D’apr&s la proposition E+ flf est m-aeertif. I1 en rsulte que
l’quation
(3.2) u-au+ fl{u f
admet une solution unique u e D(a). Or on voit grace (3.1) que

[ (u(s) + flX(u(s)) -I] f
J{se8; u(s)>(,+f)-*(llfll)

=.[ ((au)(s) + f(s) -IVIl)(ds)<o
et aussi

((I + fl{)u+ f [])-

f (u(s) + fl:(u(s)) + f l)(ds)
{se8; u(s)<(I+::)-*(-II:ll)}

f ((au)(s) + f(s) + f [])z(ds) < O.
{se8; u(s)<(I+:f)-x(-Ilfll)}

D’ou [u(s)+::(u(s))lK[[fll p.p. sur S. Par suite ueD(a)D() et
l’6quation (3.2) s’6crit u--au+ ,u f.

2) Professeur Haim Brezis [lettre] a inform l’auteur de son rsultat ([a])
correspondant dans LP (l<p_<c) pour / multivoque, dont la d,monstration n’uti-
lise pas le rsultat de Webb.
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2’ dtape. On cherche prouver
R(I--+fl)E{f e L(S) inf ess f(s)> c}.

Fixant f e E, on pose

In si f(s) >n
f(s) si f(s) <_ n’ n-- 1, 2, ....

Grace la 1re tape il existe une suite {u()}cD()gID(fl) vrifiant
u()-u() +u()=f(), n= 1, 2, ...,

et, puisque +fl est accrtif, on en dduit que tsg(n)jnl est Cauchy
dans L(S). On a donc
(3.3) lira u(n) --u dans LI(S).

Par ailleurs, on salt que --fl est ((O-dispersif (s))) au sens de Konishi
[3]"

a((g-- h)/, ((3-- )g--((3-)h) <_ O, g, h e D(() D()
donc

(le lemme 1 de [3]) et

D’autre part on a d’aprs (3.1) l’estimation qui est le point essentiel
(voir aussi (3.5))"

(fllu(n)) / [[L,(s) --[ses., ()()>o(fllu(n))(s)l(ds)
J{se S; u(n) (s)>0}

de sorte que (flu()} est Cauchy dans L(S). D’aprs (3.3) on a u e D(fll) et
(3.4) lim flu()--flu dans L(S).

I1 rsulte de (3.3) et (3.4) que
lim u() =u+ flu--f dans L(S),,

d’oia il vient u e D(LT) et Lu=u+u--f.
3’ gtape. Enfin on vrifie R(I--(+ fl0=LI(S). On pose f e LI(S) et
dfinit {f(n)}n>l par

tf(s) si f(s)>_--n
f(.)(s)--

-,-- si f(s)--n’ n=1,2,

Grace ? la 2ime tape il existe une suite {u(,)},D(9)f D(/,) telle que

U(n) U(n) " lU(n) f(n), n-- 1, 2,
I1 es immdiat que

et

Ensuite

lim u()=u dans LI(S)

lU(1) 1U(2)’’

__
lU(n)
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JILl(s)---- --| (lu(n,)(s)p(ds)
J{se S; U(n) (s) <0}(3.5)

{sS; u(n) (s) <0}

Enfin, on conclut, comme dans la 2ime tape, que u e D() D(fl) et u
--_u+ flu--f Autrement dit, f e R(I-+ /1).

Le thorme est ainsi dmontr.
4. Appliquant le thorme I de Crandall et Liggett [2] --+ fll

dans le th4orme, on arrive au
Corollaire. -- fl engendre un semi-groupe {exp (t(- l))}t20 con-

tinu de contractions (non lingaires) sur D()D()-{f e Ll(S); f(s)
e D(fl) p.p. sur S}) au sens de [2]. De plus ce semi-groupe est ((ordre-
prgservant}} au sens de [3]" si f, g e D() D() et f<_ g, exp (t(--/))f
<_ exp (t(-- fl))g pour tout t >_ O.

5. Commentaires. I1 serait peut-tre intressant d’tudier la dif-
rentiabilit de ce semi-groupe.

L’auteur n’est pas certain si le thorme dmontr darts ce mmoire
soit encore valable (pourvue que/(0)=0) sans l’hypothse (2.1) ou non.
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[a] H. Brezis, une partie d’un article paraitre en collaboration avec W.
Strauss (un manuscrit):).

b M.G. Crandall (lettre) 4).

3) Noter que {(-)-f; f e L(S) e.t f(s)+n-, f(s)-n- e D() p.p. sur S} D()
fiD(/) pour i(>0 et n=1,2,....

4) Professeur Michael G. Crandall [b] a fair une remarque que nous pouvons
simplifier notre dmonstration en notant l’implication"
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