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123. Equations aux differences linaires et les intdgrales
des fonctions multiformes. II

Evanouissement des hypercohomologies et exemples

Par Kazuhiko AOMOT0
Coll.ge d’ducation gnrale Universit de. Tokyo

(Comm. by Kunihiko KOD.IRA, M. . )., Oct. 12, 1974)

1. Soient P (l___]__<m) polynSmes irrductibles de degr l et S
les hypersurfaces alg4briques" P(x)--0 dans l’espace affine C r4spec-
tivement. On dsigne par S la runion de S" =[_)? S. Soit o la
forme rationnelle de 1’ expression suivante ,?2dP/P qui donne une
connexion de Gauss-Manin sur M-cn--S d4finissant l’hypercohomolo-
gie H*(M, 9"(*S)) du complexe de De Rham tg’(*S) comme suit"

(1,1) >9(*S) >9+(*S)
par la d6riv6e covariante 17. dg+dw/Ng, o e/2(*S). Ici /2(*S)
d6signe l’ensemble de p-ormes rationnelles dont les supports polaires
sont tous contenus dans S. On d6signe par Y2 =/ C[x] le C[x]-module
de p-formes co6fficients polyn6miaux. On note par H( la homo-
g6n6isation canonique d’un module ou d’un polyn6me de C[x] dans
C[xo, x, ..., x]. Posons la condition suivante pour les polyn6mes P"

(H,1,1) Soien Q1, Q., "", Qr r polyn6mes diffrens quelconques
d’entre les P. Alors le module homogne H(dQI/dQ2/. /dQ.
AdxAdx+A’"Adxn, Q,...,Qs) est de hauteur s+]--r darts
H(tOn) isomorphe C[xo, x, ..., xn] pour r<=n, O<=s<=r et r+ 1.<__]<=n + 1.

On dsigne par P la partie homogne de degr maximal d’hn poly-
nSme P. Posons la condition suivante pour les P"

(H,1,2) Le module homogne (dQ/dQ2/.../dQr/dxAdx+
/.../dxn, , ,’", ) est de hauteur s+]--r darts n isomorphe
.C[x] pour r<=n--1, r+

On dsigne par " le sous-complexe de tO’(*S) se composant de
formes ? e t" telles que 7o() e ’. Soit l’inclusion ’9"(*S). Alors
on a

Theoreme 1,1. Aux hypotheses (H,I,1) et (H,1,2) l’homomorphi-
sme naturel des hypercohomologies de De Rham par l’inclusion"
(1,2) " H(M, ’)H(M, /2"(*S))
est l’isomorphisme pourvu que e Cn--z+ et p=/=n. De mme on a
l’isomorphisme sur C(2)"
(1,3) " H(M, ’(R)C(2))-H(M, 9"(*S)(R)C(2))
pourvu que p =/= n.
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Supposons de plus que l’on air

(I-I,l,g) D=P.P .P gP/PA.. AclPAD-q
<j<...<J

Alors on a
Theoreme 1,2. i) H(M, ’)H(M, 9"(*S)) si e Cn-Z.
ii) H(M, 9"@C(a)) H(M, 9’(*S)@C()).
2. Soient S" P(x)-O dans C. Soit S la runion de S" S.

0n d4signe par la drive covariante -g donne par la *orme

= adP/P dans M=Cn-S. 0n dsigne aussi par 9" le sous-
complexe de " se composant de *ormes e " telles que ()e ’.
Alors on a des thorems analogues aux precedents. Faisons mainte-
nant l’hypothse suivante"

(H,2,1) ?l est di.gdrent des entiers.
Alors on a simplement

Theoreme 2,1. i) A l’hypothse de (H,2,1) H(, ’) et Hv(M,
@C(a)) s’annulent pour p# n.

On a la relation ondamentale suivante des deux cohomologies
prcdentes

Lemme 2,1. Il existe une suite spgctrale {E;,,} oh E,

=E du complexe filtrg {’, g} telle que

(2,1) @ E H*(M, ’) et

(2,2) @ E Gr. H*(M, ’)
-<q<

o Gr. H*(M, ’) dgsigne l’anneau gradug de l’anneau filtrg de H*(M, ’).
On ale mme rsultat sur C(a).

Thorme 2,1 et Lemme 2,1 impliquent le suivant"
Theoreme 2,2. Aux hypotheses (H,I,1), (H,1,2), (H,1,3) et (H,2,1)

H’(M, ’) ainsi que Hv(M, ’@C(a)) s’annulent pour p#n. H=(M, ’)
et H=(M,’@C(a)) sont isomorphes Hn(M,") ou Hn(M,’@C(a))
rgspectivement.

Quant aux dernires on a un thorme de structure"
Theoreme 2,. Soit le sous-module de 9n engendrg par les

formes P, Pa P {dPe/P,
parcourent routes les indices telles que 1 i < ia <. <iv m et 1q
n--2, et par les formes P.Pa...P{2dP/P}AdP,/P,A...
AdP,_/P_ o les indices i, ia,..., in_, parcourent toutes les indices
telles que li<ia<. <i_m. Alors on a des isomorphismes"
(2,3) H(M, .
(2,4) H(M, ’@C(a)) C[x]@C(2) /

3. 0n dsigne par 9(h) (ou 9(h)) les sous-espaces de 9 se com-
posant de *ormes de degr polynSmial au plus h--p (ou de degr
polynSmial homogne h--p rspectivement). En vue de (H,1,2) est
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un ideal de dimension nulle. On d4signe n(h+n) par (h). Alors
il existe un hombre entier N* tel que 9n(h + n)=(h) pour hN* et
que 9 /=*-gn(h+n)/(h) (voir [7]). On choisit un sous-espace
(h) de 9n(h+ n) tel que 9(h+ n) soit la somme directe de (h) et (h).
La somme ,--*-(h) orme une base de /.

Soit une orme quelconque de (h). Alors /P est cohomo-
logue une somme (h) off r dsigne N*--I, h--l ou N*--l suiv-
ant que hN*+l,N*+lhN* ou hN* rspectivement et que
(h) dsigne une orme de (h).

Theoreme 3,1 Dans cette situation2 (t-- l + n+ l) (h)
sont polyn6mes de , o s dgsigne h-l ou N*--l suivant que hN*
ou hN*. On a un rgsultat analogue pour la forme P..

On note par (,IiN) une base de Hn(M, 9"(*S)). Alors le
thorme precedent montre que P$X. sont cohomologues aux combi-
naisons linaires de de aon suivante"
(3,1) p r()

oh A()-t()., dsignent natrices de onctions rationnelles de 2. Soit p
la reprsentatioa scalaire de (M)dans C* donne par la connexion
w, et soit 3 le systme local dfini par p sur M. Le thorme de
comparaison du Grothendieck et Deligne dit que
(3,2) H*(M, 9"(*S)) H*(M,)
d’ofi il vient que H(M,_) est le dual de H(M, 9"(*S)) moyennant
l’intgrale suivante

(3,3) ()--[ P’. P...P.,
oh e 9n(*S) et r e H(M, 3_). Soit y, , ., la base de H(M, _).
Alors

Theoreme ,2. Les intggrales

(3,4) ()=[ P.P.
donnent la solution unique dans thgorme 1,2 de I, pourvu que la
fonctionF-n log P] soit non-dgggngrge tous ses points critiques
dans M. Le nombre de ces points est ggal N. Ici n dgsignent des
entiers.

4. xemple. On suppose que mn+ 1 et que routes les l soient
gales un. Soit 9(*S) l’anneau de p-formes mromorphes munies
de poles logarithmiques en S, autrement dit l’espace vectoriel engendr
par p-ormes z-dP,/P. dP/P oh J dsigne une suite des
indices ], ],..., ] telles que ]<] <... <] (voir [4]). Alors on a

Theoreme ,1. H(M, 9"(*S))-9o(*S)/Ag(*S).
Soit (J;2) l’intgrale de dfinie par (3,3). On dsigne par

[], ], ..., ]] ou []0, ], ", ]] les dterminants des matrices des coef-
ficient de x de H(P) pour l]n,lqn ou bien O]n,Oqn
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rspectivement. A’lors les quations aux differences pour (J; )
s’expriment de aon suivante"

(J; 2- (esl)). (2sl-- 1)
(4,1) ----E (--1)t+ []o,]...,]] .o.((]o)UJ--(]t); )

et pour ]0 e J

(4,2) @(J 2-- e;0) []’ ]’ "’" ]] (-- 1) @((]0) U (J- it) ).

Ces quations-ci vrifient (H,1) de I par le choix de coordonn6es g6n6ri-
ques. Elles peuvent 6tre regard6es comme une g6n6ralisation de la
2ormule de r6currence de la fonction hyperg6ometrique de Gauss.
Th6or6me 1,2 est une int6rpr6tation g6om6trique du rsutat de
I. H. Bernstein concernant quations aux diff6rences (voir [3]).
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