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1. Le thorme suivant est dd M. Tsuji)
Soit ,, le module aximum des zros du polyn6e

a,, z’ + a,,_l + + al z+ ao

somme partielle, c’esbS-dire la somme des n premiers refines, de la srie
entire f (x) ao +a x+ + a,, x" / Pour que f(x) soit une fonc-
tion entire d’ordre p, il faut et il sut que

(1) li-- logn =p.
log p

lqous allons pr6ciser ce th6orme en tenant compte de la classifica-
tion de M. LindelSf,) suivant laquelle une fonction entire d’order p,
] (z), est dite

i) du type minimum, si lira logM() =0; et

ii) du type moyen, si O< lira

iii) du type maximum, si

logM(v) <

li-- logM(r) =,

et

M (’) 6rant le module maximum de f (z) pour
2. Montrons, au pr6alable, que si

O a
p+l

(2) lim nla,,l<-_Ce

1) Japanese Journal of Mathematics, 3 (1926), 49.
2) el. Valiron, Fonctions entiires et fonctions m6romorphes d’une variable, 7.
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Soit, en effet,

c’est--dire

o5 C est un nombre quelconque suprieur t . Prenons Massez rand
pour que

4 ) I M ff- pour 1,2,3, ,- 1.

En suposant que l’inga (4) soit vrifie pour <, montrons
q’ee le sera pour aussi. nt le module d’une racine de
l’quation

+,_z"+ + 0,

il satisfait l’inga

D’aprs (3) et (4),

Iv ly

d’ofi

l’ingalit6 ayant lieu pour toute valeur de n. Moyennant la formule de
Stirling

oh D est une constante, on a

1) fl Tsuji, l.e., 50.
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Rciproquement, si
p

lim n a, - K,

on a

( 5 ) K e-/ _-< lira _-< K.

La premiere ingalit se dmontre immdiatement.
en effet,

li-- n . Ke_p.,

on aurait, d’aprgs (2), off l’on a pos C < K e-+*,

lira n lal < K,

Si l’on avait,

contrairement l’hypothse.
Pour d6montrer la seconde on a, en d6signant par un nombre

positif quelconque,
p

n/a,,I-i <
e’est--dire

ia,,I,(Kt-, -) pour n>0.---

Si l’on d6signe par

(6) az(n), a2(n), an(n)

les zros de l’quation

a,, " +a,,_."-: + +a + ao = O,
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a01 p, tant le plus grand des modules de (6),

n

li--

__
__< K, C.Q.F.D.

Remarque.---Au moyen de la seconde ingalit (5}, l’on peut prciser
l’ingalit () comme il suit:

S

lira n 0,

on

(2’)

M. LindelSf 1) a montr que si

lira logM(r)=,4,
on a toujours

En posant K pe A, on voit facilement:
Za condition n$cessare et suffsante pour que f (,) 8oit une fonction

entire d’ardre p et (i) du type minimum, ou (ii) du type moyen, ou (iii)
du type maximum, est que

(i) li-- n_n_ O, la condition (1) $tant valise ; ou (ii) o<lim n___<.

ou (iii) li-- , /a condition (1) tant ralis&.)

Ce rsultat est parfaitement parallle celui do M. LindelSf) relatif
aux zros de la fonction elle-m$me dans le cas off p est non entier.

1) el. Valiron, l.c. 7.
2) el. Y. Okada, Note on Power Series, Science Reports of the TShoku Imperial

University, || (1922) 49.
3) cf. Valiron, I. c., 26.
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3. Considdrons le cas off f (x) est croissance rgulire, c’est-

lim log log M(r)
log r

dire que

Si l’on pcut t’ouver une suite d’indices

lim log n p, lira
log Pn -(R) log n

nl,n.,_, n, telle qze
log n/l 1,

log n,, =< no log pro,- log o l-

log
log pnp

=p+%, lim %=0.

log la-! 1 loglaol
n, log n, p +, n, log n

Or, par pypothse,

Donc

Mais f(x) 6tantd’ordre p, on a

lira -logla.I_ 1----- n log n p
Ainsi

lira log anv[ = 1___, lira log n./l. 1,
v(R) nv log nv p - log nv

ce qui est, d’aprgs M. LindelSf,1) la condition n6cessaire et suffisante pour
que la fonction f(x) d’ordre p soit croissance r6gulire.

Ce r6sultat est parallgle celui de M. Borelf selon lequel f () est
d’ordre p non entier et croissance r6gulire, si

lim log n
log

off r, r, r., sont la suite des modules des z6ros de la fonction
f(,z) elle-m$me rang6s dans leur ordre de grandeur. Mais la r6ciproque
de notre th6orme ne semble pas 6tre vraie, contrairement au cas de
M. Boral.

1) el. Valiron, l. e., 8.
2) Borel, Lecons sur les fonctions entiires, 110.


