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110. Topologische Begrundung der ebenen Geometrie
ohne Benutzung des Begriffes der Zahlenebene.

Von Wilhelm Siiss.

Kagoshima Kotogakko.

(Rec. June 18, 1927. Comm. by M. FUJIWARA, M.1.A., July 12, 1927.)

D. Hilbert® hat das Helmholtz-Liesche Problem der gruppentheore-
tischen Begriindung der Geometrie dadurch ganz wesentlich gefordert,
dass er die Gruppe der Bewegungen der ebenen Geometrie durch drei
einfache Axiome innerhalb der Gruppe der topologischen Selbstabbil-
dungen der Ebene gekennzeichnet hat, ohne irgendeine Voraussetzung
iiber die Differenzierbarkeit der die Bewegungen vermittelnden Funk-
tionen zu machen. Bei Beantwortung einer von Hilbert dabei gestellten
Frage wurde ich zu einer die Hilbertsche umfassenden Darstellung
gefiihrt.? Von Hilbert wird die Ebene von vornherein als zweidimen-
sionale Zahlenmannigfaltigkeit oder deren topologisches Aequivalent
eingefiihrt, ein Umstand, der H. Poincaré veranlasst hat, auch die
Hilbertsche Formulierung noch nicht vollkommen befriedigend zu
heissen. R. L. Moore® hat deshalb einen Aufbau der ebenen Geometrie
durchgefiihrt, der die Vorziige des Hilbertschen vor seinen Vorgédngern
teilt, aber den Begriff der ‘‘ Zahlenebene ’’ in den Axiomen vermeidet.
Hier will ich einen Weg skizzieren, auf dem man das Gleiche fiir meine
oben genannte® Variante der Hilbertschen Begriindung erreichen kann.®

Unserm Aufbau legen wir mit Moore die Begriffe Punkt, Umgebung
und Bewegung zugrunde. Sie sind durch folgendes Axiomensystem de-
finiert : Gegeben sei eine Menge von Punkten, aus der gewisse Teilmen-
gen als Umgebungen herausgehoben werden. Eine Bewegung sei eine
ein-eindeutige Abbildung der Punktmenge auf sich selbst. Wir fordern :

1) Es existiert mindestens eine Umgebung.
2) Sind R und K zwei Umgebungen, R’, K’ ihre Vereinigungs-

1) Math. Ann. 56, 381-422; oder Grundlagen der Geometrie, Anhang 1V.
2) Tohoku Math. Journ. 26, 365-385, Japan. Journ. Math. 2, 91-99.
3) American Journ. Math. 41, 299-319.

4) Zur Behandlung der mir schon vorher bekannten Problemstellung wurde ich
durch eine freundliche Zuschrift von Herrn F. Schur in Breslau veranlasst.
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mengen resp. mit ihren Rindern,” und ist R’ Teilmenge von K, so ist
R Teilmenge von K.

3) Enthalten die Umgebungen R, und R: den Punkt O, so existiert
eine Umgebung R derart, dass R'in R;und R, enthalten ist und seiner-
seits O enthiilt.

4) Wenn R, Teilmenge von R; ist, so ist Ri— R, eine nicht-leere
zusammenhingende Menge.

5) Zu je zwei Umgebungen R; und R: existiert eine Umgebung,
die R/ und R:' enthilt.

6) Jede einfach geschlossene Kurve ist Rand einer Umgebung.

7) Sind L und N zwei abgeschlossene, begrenzte® Mengen ohne
gemeinsamen Punkt, so existiert zu jedem beliebigen Punkt O eine ihn
enthaltende Umgebung K von folgender Art : Ist P ein Punkt von K,
so kann jede Umgebung, die Punkte aus L und N enthilt, durch eine
Bewegung, die einen Punkt von L nach O bringt, in eine O und P
enthaltende Punktmenge transformiert werden.

8) Jede Bewegung fiihrt eine Umgebung wieder in eine Umge-
bung iiber.

9) a) Es sei &, &, ...... eine Folge von Bewegungen, fiir die
Punktfolge A: =t:(A) einen Hiufungspunkt A hat. Ist B ein
bestimmter von A verschiedener Punkt, so existieren zwei Umgebun-
gen U(A)z und V(A)z, sodass B; =t (B) nie in U(A); und stets in
V(A)» enthalten ist fiir n > N.

b) Wenn B gegen A konvergiert, so konvergiert auch V(A4),

gegen A, d. h. jede Umgebung von A enthilt eine Umgebung V(A)s.

¢) Zu jeder Umgebung U, (P) existiert eine Umgebung U. (P),
sodass jeder Punkt von U; (P) bei einer Drehung um P (d. h. Bewe-
gung mit Fixpunkt P) in U, (P) liegt ; es ldsst sich U.(P) so wihlen,
dass es mindestens eine Drehung um P gibt, welche einen auf dem
Rand von U«(P) gelegenen Punkt in einen Punkt des Randes von
U.(P) iiberfiihrt.

10) Die inverse Operation zu einer Bewegung ist wieder eine Be-
wegung.

11) Die Bewegungen bilden eine Gruppe.

12) Ri, R: seien von den einfachen geschlossenen Kurven L, L
begrenzt. Ry’ R, seien ohne gemeinsamen Punkt. Es gebe drei einfache
Kurvenbogen, die drei Punkte A:, By, C; von I, bezw. mit A., B;, C; von

5) Gestrichene grosse Buchstaben sollen stets diese Bedeutung haben.
6) D. h. es existiert z. B. eine Umgebung L, sodass L < L/ ist.
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L, verbinden, ohne miteinander und mit R/, R:’ andere Punkte gemein
zu haben. Fir die Bewegung m seien R/ und m(R:’) punktfremd und
es gebe drei Kurvenbogen von Ai, B, C: bezw. nach m(4.), m(B,),
m(C:). Dann gibt es drei solche Bogen, die miteinander und mit R, und
m(R:') keine weiteren Punkte gemein haben. (Aequivalent der Indika-
trixerhaltung.)

Diese Axiome stimmen bis auf 9) mit denen Moores iiberein. Das
Axiom 9) Moores, das dem Axiom III Hilberts betr. die Abgeschlossen-
heit der Bewegungsgruppe entspricht, habe ich hier auf analoge Weise
ersetzt, wie es a. a. 0.2 mit dem Axiom III Hilberts geschah. Da das
Mooresche Theorem 4 eine Folge von 7) und 9) ist, so lassen die dortigen
Betrachtungen bis zu Theorem 30 incl. unverindert durchfiihren. An
dieser Stelle wird ein weiteres Axiom notig, das meiner Erweiterung des
Axioms II von Hilbert entspricht (Axiom B?) :

9’ a) Hat ein Kreis unendlich viele Punkte, so ist seine abgeschlos-
sene Hiille eine einfache geschlossene Kurve, der ‘ wahre Kreis.”’

9’b) Es gilt Axiom D, a.a. 0.?

Hiernach werden die Begriffsbildung ‘‘ neue Bewegungen” und
diejenigen Betrachtungen zuginglich, durch die ich a. a. 0.” die von
Moore benbtigten Entwicklungen der §§ 1—15 von Hilbert ersetzt habe.
Somit kann auch das Ende der Mooreschen Arbeit ibernommen werden.
Es zeigt sich also: Auf Grund unserer Axiome 1)—12) incl. 9') lassen
sich die den elementaren entsprechenden ‘ ‘neuen Bewegungen’’ einfuhren,
vermittelst deren man die elementaren Gebilde der Geometrie konstruieren
und deren zum Aufbau der Geomelrie notwendige Eigenschaften gewin-
nen kann. Die benutzten Axiome sind voneinander logisch unabhingig.
Der so entstehende Aufbou umfasst denjenigen Moores.

A. a. 0.2 habe ich auch eine topologische Grundlegung der Lehre
von Kongruenz und Symmetrie in der Ebene durchgefiihrt. Die Aus-
schaltung des Begriff's der Zahlenebene aus den dortigen Axiomen diirfte
auf dhnliche Weise moglich sein, wie es oben geschehen ist. Uberhaupt
kann man beim heutigen Stande der Topologie bei allen zweidimen-
sionalen geometrischen Systemen erwarten, dass sie sich verhéltnismés-
sig leicht auf eine den Begriff der Zahlenmannigfaltigkeit zunédchst
vermeidende Weise topologisch aufbauen lassen, wihrend zu befiirchten
ist, dass mehrdimensionale Systeme ungleich grossere Schwierigkeiten
bereiten werden. Auf die Erreichbarkeit des genannten Zieles fiir die
a. a. 0.” behandelte Geometrie auf der Kugelfliche hoffe ich gelegent-
lich zuriickkommen zu konnen.

7) Tohoku Math. Journ. 27, 213-242 und 28 (erscheint nichstens).



