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12. Eine relativgeometrische Erweiterung der
affinen Differentialgeometrie.

Von Wilhelm Si3ss.
Seventh Kotogakko, Kagoshima.

{Rec. Feb. 1, 1928. Comm. by M. FuJw, .I.A., Feb. 12, 1928.)

In 5 meiner ersten Arbeit zur relativen Differentialgeometrie (Jap.
Journ. of Math. 4, 1927) habe ich eine Erweiterung der Affingeometrie
ebener Kurven im Sinne der im Anschluss an Ideen H. Minkowskis von
E. Mller begriindeten relativen Differentialgeometrie (R-D) angedeutet.
Hier mSchte ich einige der Ergebnisse mitteilen, die ich bei entspre-
chender Behandlung der Flchentheorie erhalten habe. Die so entste-
hende ,,relative A.ngeometrie" (R-A-G) kann auch als simulane
A2ngeometrie zweier verschiedener Flchen gekennzeichnet werden, so
wie Minkowskis Theorie von Volumen und Oberflche eine simultane
Flchentheorie zweier Flchen im Sinne der Differentialgeometrie der
Bewegungsgruppe ist. Sie geht in die gewt}hnliche Affingeometrie
(A-G) (vergl. W. Blaschke Differentialgeometrie II (B II)) fiber, wenn
eine der beiden F1/ichen, die sogen. ,,Eichflche," eine A2nsphisre ist.
Die Ausnahmestellung, die hier die Affinsphren einnehmen (und nicht
etwa die Flchen zweiter Ordnung, wie man zun/ichst vermuten’.k5nnte),
ist bemerkenswert und bietet einen Weg zu deren Klassifizierung.

Bei allgemeiner Eichflche e nehmen die Stze der R-A-G eine
nunmehr das Verhiltnis zweier Flchen (nmlich der gerade betrachteten
Fliche und der Eichflche e) kennzeichnende Form an. Zwischen
beide Flchen schiebt sich als dritte, von den beiden ersten aber
bestimmte Flche das Kriimmungsbild unserer R-A-G ein (so wie
dasjenige der A-G zwischen der Flche und der Einheitskugel steht).
Die R-A-G ist dann gewihnliche R-D von beziiglich dieses Krilm-
mungsbildes I) als Eichfltche. Bei Umkehrung des Verhtltnisses der
Flichen und e tritt neben das ,,erste" () iibrigens ein i.A. yon ihm
verschiedenes zweites Kriimmungsbild" I]*, dessen Verwendung
gleichzeitig mit D den Betrachtungen eine symmetrische Gestalt gibt
und zur Vereinfachung der Beweise beitrigt. Die ,,A-G im Grossen"
der Eifltchen besitzt in der R-A-G ein vollkommenes Gegenstiick. Als
Grundlage kann hier ein Satz betrachtet werden, der in der Sprache
der A-G lautet Wenn zwei Eiflichen in Punkten gleicher iusserer
Normalen yon einem festen Punkt ftir je zwei Punkte gleichgerichteter
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usserer Normalen gleiche Affinentfernung haben und sich in einem
Punkte beriihren, so sind sie miteinander identisch. Die R-A-G im
Grossen" der Eiflichen bringt zugleich auch neue Beweise fiir die
entsprechenden Sttze der A-G.

Es sei L die Affinentfernung der Eichfltche e vom Ursprung O. $
sei der in einander entsprechenden Punkten der Flchen e und iiber-
einstimmende Einheitsvektor der Flchennormalen. Dann bilden wir
mit Hilfe des kontravarianten Vektors X der A-G (B II) als sein Gegen-
stiick in der R-A-G

X(I)
L

und betrachten
(2) G k

als Koeffizienten der quadratisehen Grundform der R-A-G, auf die wir
alle weieren kovarianten Differeniafionen griinden.

(3) A A =.

sind die Koeffizienen der kubischen Grundform der R-A-G. Der Vek-
or b, das R-A-Krtmmungsbild der R-A-G, is dann besimme durch

o,
Es wird

(5) 2[ G Au.
Als Ableitungsgleichungen" erhtilt man

A + G,
=--A +B.

Die Integrabilitatsbedingungen lauten

A*** 2 (log L):2,

(7) [ A. --A,, ,+ (Aa A,,--A, A***) G* + Ga B, GB**
+R, ,:0,

t B, --B,,,+ A,,B**--AB:.0,
deren erste an die Stelle der Apo[at der Formen (G) und (A) in
der A-G tritt und aus denen die Darstellungen folgen

I+H=S+ L, wenn
1 ,At, H= B* L: 1 A,,A***=2,,,(s) -’ 2

S ---R, ,G G*
2
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/st, wobei S das Remnsche Krttmmungsmass der Form (2), (I-L) das

Gegenstck der Pcschen Invariante der A-G und H= +
die mittlere R-A-Krmmung ist. Dadurch, dass man die Grundformen
der R-A-G durch diejenigen der A-G und umgekeh diese durch jene
und durch L darstellen kann, kommt man zu dem Satz Bei Angabe
der Grundformen (G) und (A) und yon L dera, dass die Integrier-
barkeitsbedingungen ( gelten, sind zwei FlSchen und e bestimmbar,
die (G) und (A) zu Grundformen einer R-A-G yon bezglich e als
Eichflche und L als Anentfernung yon e vom Urspng haben. Die
Bestimmung yon ist dabei bis auf (auf und e gleichzeitig auszubende)
inhaltstreue Anitten eindeug, die yon e dagegen nicht.

Fr die R-A-Kmmungslinien, d.h. diejenigen Kurven yon , lngs
welchen die R-A-Normalen () Torsen bilden, ist

(9) , + R,= O.

Die R-A-Sphren, deren smtliche Kurven R-A-Krfimmungslinien
sind, snd durch R=R=const bestimmt. Ffir sie existiert, wenn sie
eigentlich" sind, ein Punkt n, so dass die R-A-Entfernung (n)

konstant ist. Es gilt der Satz"
Jede relativgeometrische Eiflche ist dutch Angabe eines ihr

Flachenelemente und der Richtung der usseren Noalen in diesem
eieutig besimmt.

Da nach den Ergebnissen der R-D Eiflchen mit konstanter mitt-
lerer R-A-Kmmung H oder konstanter Summe oder konstantem
Produkt der R-A-Krfimmungsradien R, R sich ats R-A-Sphren
erweisen, so sind hiermit die Hauptstze der R-A-G im Grossen bereits
erledigt.

Ffir die R-A-Oberflche

(10) 0 ( )RRdu du= Ldu du

gelten gewisse Ungleichungen, die zu einem isoperimetrischen Problem
der R-A-G ffihren. Die R-Minimalflchen (E. Mller) der R-A-G sind
Erweiterungen der Affinminimalflchen W. Blaschkes. Einige Stze
fiber wechselseitig affinparallele Flchen und Affinrotionsflchen, die
ich in den Math. Ann. verffentlicht habe, lassen sich gleichfalls fiber-
tragen.

Endlich stehen einer Ausdehnung der Theorie auf Hyperflchen im
n-dimensionalen Raum keine Schwierigkeiten im Wege.


