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175. Zur Theorie der Kreisscharen im konformen
Raume, I.

By Tsurusaburo TAKASU.
Mathematical Institute, Tohoku Imperial University, Sendai.

(Ree. Nov. 17, 1928. Comm. by M. FUJIWARA, M.L.A., Dec. 2, 1928.)

Im folgenden méchte ich eine Theorie der Kreisscharen im konfor-
men Raume in der Form aufstellen, dass sie auf meiner Kugelscharen-
theorie beruht? und dann weitere Ergebnisse vom folgenden Grund-
prinzip aus erzielen : Es gilt fur Kreisscharen im kleinen nichteuklidische
Regelscharentheorie.

1. Theorie der Kugelbiischelscharen. Betrachtet man ein Paar
zueinander senkrechtstehende Kugeln §=£(0), &=£(0), (§6=£'6'=1, &’
=0, do?=dfdf) allgemeiner Lage des Kreises * als ein Element der
Kreisschar, so bestehen die natiirlichen Gleichungen der Kugelschar
&(o) aus :

@ P=[({&)—1FE=A0), é=—‘;§ usw.,
@) Pyl=—pri=(/||EEE |9 : (/]| EEEE |2 /|| E€ D =F (o),
@) Psi=idlogp:do=¥(o),

wobei P 1=die K-Dualkrimmung, 7 !=die K-Dualtorsion, /#2=die K-
Raumkriimmung? sind. Wenn der Kreis * der Schar auf £(o) liegt, so
wird seine Lage durch die Kosinus (§%), (§'2), (¢’X), (€'%) von den vier
Winkeln bestimmt, die der Kreis * bez. mit der K-Normalkugel (), K-
rektifizierenden Kugel (), K-Absolutpolare (X) und der K-Absoluten
(%) bilden, die alle kovariant sind und in der Beziehung

@) E2+E+E X2+ (ERP=1

stehen®. Also sind (1), (2), (3), €')=¢(0), (€'2)=¢(0), (€ X)=P(0) und
(6'%)=4¢(0), von denen wegen (4) nur sechs wesentlich sind, als naturliche
Gleichungen der allgemeinen Kugelbiischelschr gebrauchbar.

1) T. Takasu, Differentialkugelgeometrie, I. The Science Reports of the
Tohoku Imperial University, Ser. I, 17 (1928). Vgl. E. Vessiot, Contributions 4 1a
Géométrie conforme, cercles et surfaces cerclées. Journal de Math., 9. sér. 2 (1923).
Wegen der weiteren Literaturen siehe diese Arbeit Herrn Vessiots.

2) Takasu, a.a.0., SS. 290 und 293.

8) Die genannten Kosinus sind bare tetrazyklische Koordinaten auf .. Wenn

die ersten drei gegeben sind, wird die vierte bis auf das Vorzeichen bestimmt, das
von der Orientierung von X abhéngt.
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2. Folgerungen. Wennt und ¢ (x=0, t1=0, rr=2k%, drt=—xdt
=0) die Brennpunkte des Kreises » sind, so sind die zwei dasselbe
Winkelelement beschreibenden Kugeln §%, %' des Kugelbiischels * durch
(5) gegeben :

6G) & =(m+inn):2v3, &E'=(—inx):20/7,
(e =gurign—1, grEv—()

wobei
©) kp=(drdr:dsde)t, kpe=(dxds:drdn)t, fpp=k? (konst.)

gesetzt sind. Die Halbierungskugeln E, & der Winkel zwischen £ und
&% sind durch (7) gegeben? :

(V) E=(E+&%) v/ 2=(i+pr):2, &=(E—&"):v/2=(m—p1):2,
EE=F8=1, £8=0, dit=df db) .
Weiter gelten die folgenden Beziehungen :
® =k exp i{Ed¥)=exp [ @) W(Ed™ |,
©) 4i(dZdE)=12(dydr) — r2(dydr) =2i(dE*de* — dE¥dE*)=0 ,
10) do*—dE'd =p(dydy) = p2(drdy) = d&*dE* = ds? , (Wir setzen so!)
(A1) do2=dé*des =dewde™ = dEgE+ d¥dE = Ji 1 (dydy) -

1°. Kireisscharentheorie I. Wenn man fiir £ von Art. 1 die Kugel 3
annimmt, so gelten :

EF=¥ %:idlogﬁ :do,
12 @H=HEH+ s'—)]— dz‘°g" S GEY

E+EP+EFX)12+E ¥r=1

4) tund ¥ sind innerhalb des Kugelbiischels » dadurch gekennzeichnet, dass die
durch sie beschriebenen Winkelelemente extrem sind. Sie sind Tangentialkugeln der
durch » erzeugten Fliche in den “Zentralpunkten ””  Also ist de* das durch dle Hal-
bierungskugeln &*, £/ des Winkels (E E’) beschriebene Winkelelement. Die % und &*
entsprechenden Grossen wollen wir bez. mit ~ und * bezeichnen.
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Also sind c()s.(g7 Z), cos®'X), cos(& %), B, Ps und P, (oder cos@ ‘Z),
cos(§’X), cos(&'%), ¢, P, und 7), von denen wegen (12)s nur funf wesentlich
sind, als naturliche Gleichungen der allgemeinen Kreisschar gebrauchbar.

2°. Kreisscharentheorie II. Wenn man fiir £ von Art.1 die Kugel
£* annimmt, so ist £* =sz*+pt*+¢X*+uX* und gelten :

(13) &+ PP+ g2 +uP=(E¥2P+ (E¥'t%) + (€% X+ (¥ E9)=1
(1 4) (z*l z*)2 + (z*lt*)Z + (z*lX*)2 + (z*l %*)2 + (z*l E*)Z

R (e )

g e AU e g

* do-‘*

wobei 2¥= e gesetzt ist?
do* ’

Also sind s, p, q, u, (von denen wegen (13), (14) nur zwei wesentlich sind),
P*, Ps* und. Pc* (oder p*, P* und ©*) als natirliche Gleichungen der
allgemeinen Kreisschar gebrauchbar.

N.B. Wir konnen noch weitere Folgerungen herausziehen®.

5) Man berechnet (14) mittels der Formeln (306), Takasu, a.a.0

6) 3°. Kurventheorie mit Schmiegungskreisen als Elementen. Wéhlt man die
Kugel & des Art.1 so, dass die den Schmiegungskreis der K-Riickkehrkante von &
enthélt und zur § senkrecht steht, so wird :

#2)=1, (E)=0, FX)=ti:pR=—14t:pP, FX)2+(F%)2=1,
weobei R—l die K-Kriimmung ist. Wahlt man noch fiir ¢ die Halbierungskugel

,/E( ) des Winkels zwischen der Schmlegungskugel y und der Normalkugel
gy _411_:‘11 - . P
o (( a0 db )—1), so gilt: cot(y, E)— log ( ) +1. Also sind P und v als

natirliche Gleichungen der allgemeinen Kur’ve gebrauchbar, wobet

pP-2 =—;—[(% -Z—:;% ——1] ist. (Vgl. T. Takasu, Differentialkugelgeometrie II, a.a.0.)

In diesem Falle wird: 0=(d¥ d¥/) —(dt d¥), (dr dr)=0, (dt dg)=0.

4°. Kugelscharentheorie im konformen Raume mit K-Tangenten als Ele-
menten. Nimmt man in Art.1 ¢ =z an, so gelten :

®2)=1, Ft)=0, ¥¥)=0, FX)=0.
Also sind P, p. und t als natirliche Gleichungen allgemeiner Kugelschar gebrauchbar.

5° Natiirliche Gleichungen der Kreisscharen im N.E. Raume. Adjungiert man
bei der Theorie von Art. 1 die Kugel £=0, 0, 0, 0, 1, so gelten :
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@)=t=0, do®=(didt), (Et)=t;=0, (¥2)=2;=0,

(#X)=X;=0, p=konst., t!=Dualtorsion der Torse ¢=£ (o).
Also sind cos(x, Tangente von &), cos (x, Hauptnormale von £), cos (x, Dualbinormale
von £), P-'=Dualkrimmung, t=Torsion (als Funktionen vom Torsionswinkel 0) als
natirliche Gleichungen der Kreisschar im N.E. Raum gebrauchbar.

6°. Reguli-theorie im N.E. Raume mit Geraden als Elementen. Betrachtgf man
den Fall vonM5°, dass der Kreis x eine Gerade auf der Schmiegungsebene £¢=%t wird
und also &=% in eine Ebene ubergeht, so ist

cos ('2\7 ?j =Pd cos (g",'}') : d'a\: ;r= konst., cos? (ME’, ?7)+ cos? (NE’, ‘;)+cos2 fE'/, 3(’)=1.

Also sind cos (x, Tangente), cos (%, X ), Pund ;: von denen nur drei wesentlich sind,
als naturliche Gleichungen des allgemeinen Regulus gebrauchbar, wobei & wund § je
eine kovariante Ebene des Regulus und z die rektifizierende Ebene von & sind.

7°. Kurventheorie im N.E. Raume mit Tangenten als Elementen. In diesem
Falle ist cos(¥,2)=1. Also sind P und t als naturliche Gleichungen allgemeiner N.E.
Kurven gebrauchbar.

Bei der Korrektur: Eine Arbeit Herrn S. Nakajimas iiber Kreisscharentheorie

ist jetzt unter der Presse. Es handelt sich bei ihm um “‘ modifizierte Ableitung,”’ die
an den Begriff ‘‘ modifizierter Kalkiil”’ Herrn Thomsens schliesst.



