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107. Sur 1 stabilit des intgrales d’un systme
d’quations diffrentielles.

Par Mitio NAGUMO et Masuo FUKUHARA.
Mathematical Institute, Tokyo Imperial University.

(Rec. Oct. 27, 1930. Comm. by T. YosIE, M.LA., Nov. 12, 1930.)

Soit un systme d’quations diffrentielles ordinaires contenant un
paramtre "
(A) d, -f(x, , ., t, a) (i= 1, 2, n).

dt

Nous raisons des hypotheses suivantes-
1. Les f, sont des fonctions continues ddfinies dans le domaine D"

et satisfont darts ce domaine aux conditions de Lipschitz"

f,(x, x. t, a) f,(y,, y,, t,

/ ezs e foncgo M(, z.; t, a) joiant des pro-o

O) qu’elle satisfait darts D la condition de Lipschitz"

M(z, ; t, a)- M(y, y; t,

(ii) que si x=x,(t) sont des intdgrales quelconques de (A.), /a

fonction Mix,(t), x.(t) t, a] est une fonction non croissante

de t et reste supdrieure a x,(t) pour t O.

(iii) qu’il existe des valeurs (x, x, x,,) telles que l’on air

M(x, x, x?.; O, a) < b-k
k tant un nombre positif plus petit que b.

Dans ces hypotheses, nous allons montrer
que si a(t) est une fonction continue de t telle que l’on air

a,

__
a(t) a. pour t > 0
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et si les valeurs (x, x, x) satisfont la condition (iii), les int-
grales y=y(x) du systOme

(B) dy, f,(y,, y, y. t, a(t) ) (i--1 2, n)
dt

ddfinies par les conditions initiales y,(O)=x restent dans D pour
Ot.

En effet, dsignons par x=x)(t) les intgrales du systme
(A,()) dfinies par les conditions initiales x,(j$)=y,(j$), tant un
nombre positif quelconque mais fixe. Si l’on prend assez petit,
on aura

npe" < (nae"*+)I a’(t) dt < k,

ce que nous supposerons dornavant. Comparons d’abord les intgrales
y(t) avec x)(t). On aura

.d. [y,(t) -x)(t)] __-- , y,(t)-x()(t)i +l[a(t)-a(O)],

d’ofi l’on d6duit pour 0 t 6

,ly,(t)- x)(t) nle’*Iia(t)-a(O)idt
n/e"I a’(t) dt.

Done
;-] Y,(t) Mo +nle"*I a’(t) dt

Mo=M(x, O, a(O) )

De m6me la comparaison des y,(t) avec x()(t) nous donnera pour
$_t2

] y,(t) IM[y(), y.() , a()] +ne a’(t)dt.
Or les hypothes relatives la fonction M entrainent

M[y(), y,.() , a()] Mo+(nae +) a’(t) dt
Donc

+ (nae"’ +):a’(t)]dt+nze’’:]a’(t)]dt.E y,(t) g

D’e manire gnre, on obtient ur j$x(j+ 1)

E u,(t) < Mo+(-e"+) (0 e+ e b a’(O e.
On peut en eonclure que 1 int6ales Y=Y(O restent dans D po
tO. C.Q.F.D.
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Remarque I. Nous avons suppos pour simplifier l’nonc la
de l’intgrale Ila’(t) ldt. Mais cela n’est pas ncessaireconvergence

pour que notre mthode soit utilisable. I1 suffit de supposer l’existence

d’un nombre positif tel que les sries o’ ]a(t)-a(t)]dt,

la(t/)-a(t)] convergent si l’on choisit le hombre t convenable-

ment dans l’intervalle (j, (j+ 1)). On en verra aussitSt que notre
rsultat contient comme un cas particulier le cas off l’intgrale

Ila(t)-a ]dt converge, a dsignant la limite de a(t) pour

Remarque II. Si nous appliquons notre rsultat l’quation

(C) dY f(t)y=O,
dt

nous obtenons le thorme suivant"
Si f(t) tend vers une valeur positive lorsque t augmente inddfini-

.mentet si l’intdgrale I If’(t) dt converge, les intgrales de l’dquation

(C) sont stables.
Ce thorme contient comme un cas particulier le cas off f(t) est

une fonction monotone tendant vers une valeur positive.


