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86. Einige Eigenschaften der polaren Kongruenzen
in der projektiven Flachentheorie, III.

Uber die kanonischen Biischel.

Von Yasuo MORIL
Mathematisches Institut, Kaiserliche Universitit zu Osaka.
(Comm. by T. YOSIE, M.LA., June 12, 1934.)

Es sei l; eine kanonische Gerade erster Art in einem Flichenpunkt
P,, die den Punkt P, und den Punkt

(1) Y= —Ql,— bx’u + Lyv
verbindet, wobei
¢ _9
2 = p="2_
2 a=- ;

(p=(nBr®., ¢=(np%),; t=Konst.)

sind.” Eine kanonische Gerade zweiter Art [, ist die konjugierte Gerade
von [, beziiglich irgend einer Quadrik von Darboux in P,.

Der Koenigs'sche Punkt z von [, und die Koenigs’sche Ebene &
von I, sind bzw. durch die folgenden Gleichungen gegeben? :

fq= gauvt + gpsb - (BT + Ouv)tz ’

=—dt,
(1)
= ‘¢t ’
24= 2 R
(Ia) 2y — oty — Pty + [9f — 50, J0s =0,
oder in Ebenenkoordinaten :
(I b) El= t2; 82: - ¢t, E3= - ¢t’ E4= ¢¢ - %Huvt-

Wenn [, das erste kanonische Biischel durchlaift, so ist der Ort
von 2 ein Kegelschnitt f auf der kanonischen Ebene :

(3) Py — P13=0.

1), 2) Fiir die Bezeichnungen und die Definition des Koenigs’schen Punktes siehe:
Y. Mori: Einige Eigenschaften der polaren Kongruenzen in der projektiven Flichen-
theorie, I, II, Proc. 10 (1934), 59-64.

Wir zitieren fortan diese Arbeiten mit P. K.
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Wir nennen f den (kanonischen) Kegelschnitt von Koenigs. Die
Gleichung von f ist (I), wenn ¢ den Parameter bezeichnet.

In korrelativer Weise erhalten wir einen quadratischen Hiillkegel £
von (Ia), dessen Spitze der kanonische Punkt M (0, ¢, — ¢, 0) ist, und
welchen wir den (kanonischen) Kegel von Koenigs nennen. Die

Klassengleichung von & ist (I b).

In den folgenden Zeilen geben wir einige Eigenschaften des soeben
definierten Kegelschnittes [Kegels] an.

Def. Die Schnittlinie von F
mit (3) nennt man den kanoni-
schen Schnitt von F' in P.

Satz 1. Der Koenigs-Kegel-
schnitt ¥ hat im allgemeinen in
P die dreipunktige Beriihring
mit dem kanonischen Schnitt.

Beweis.?

Def. Den einhiillenden Kegel
von F, dessen Spitze M ist, nennt
man den kanonischen Kegel von
F auf m (die Tangentencbene in
P).

Satz 1a. Der Koenigs-Kegel
& hat im allgemeinen auf © die
Beriihrung zweiter Ordnung mit
dem kanonischen Kegel.

Fir einen Flichenpunkt P* (z* y*, 2*) in der Um-

gebung von P gilt die Entwickelung? :
® Zr=x*y* —3Bx** +ry*?) + - oee

wenn man die nicht-homogenen Koordinaten m*=—xl, yr=8 ¥="

einfithrt.

X4
X1 X1 7]

Setzt man die Koordinaten (I) von z in diese Gleichung ein, so

erhilt man® :

© 0=( 3[;3 30

30140 X
— 203 )t3+( )] 2 SETTEED ,

d.h. wenigstens drei Werte von ¢ sind Null.

W.z. b.w.

Natiirlich hat f[®] auch die Berithrung zweiter Ordnung mit den
kanonischen Schnitten |Kegeln] der Quadriken von Darboux.

1) Wir beweisen nur den Satz in der linken Seite. Die rechte Seite lidsst sich
mittels der Ebenenkoordinaten (oder der Punktkoordinaten) korrelativ (éhnlich)

beweisen.

2) Fubini e Cech: Geometria proiettiva differenziale, Vol. 1 (1926), p. 91.
E. P. Lane: Projective differential geometry, 1981, p. 73.
3) Wir wollen den Fall ¢¢=0 in P.K. IV behandeln.
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Satz 2. Die Quadrik wvon
Darboux (II) in P wund der
Koenigs-Kegelschnitt ¥ schmeiden
sich auf der kanonischen Geraden
erster Art I,
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Satz 2a. Die Quadrik von
Darboux (I1a) und der Koenigs-
Kegel & berithren zwei FEbenen
(m und &), deren Schnittlinie die
kanonische Gerade zweiter Art L,
1st.

(I1) 2(@yes — wy,) — [287 + (1 = h)0,, J25=0,
(ILa) 2(aq23 — 216g) — (1 + B)6,.,25=0 .
3
h="—
( : 1)

Beweis. Nach Satz 1 schneiden sich jede Quadrik von Darboux
und f ausser P nur in einem Punkt. Geht daher eine Quadrik von
Darboux

® 2(acat3— 2y00) — Axg=0

durch den Koenigs'schen Punkt (I). hindurch, so hat man nach dem
Einsetzen von (I) in die obere Gleichung :

z=2.er+(z— %>0u,,=2ﬁr+(1—h)0m,.

W.z.b.w.

Setzt man insbesondere t=3, h=0, so erhilt man den Satz 2 [2a]

in P.K. IL

Wir wollen die Quadriken von der Form (II) [(IIa)] die zum
ersten [zweiten] kanonischen Biischel gehorigen Quadriken von Darboux

nennen.

Man kann solche Quadriken auch folgendermassen charakterisieren.

Def. Den Schnittpunkt von
L, und & nennt man den Scheitel
von I

Satz 3. Die Basisebene von
L, beriihrt die Quadrik (II) im
Koenigs'schen Punkt von 1.

Beweis.

Def. Die Ebene durch l, und
z nennt man die Basisebene wvon
L.

Satz 3a. Die Koenigs'sche
Ebene von 1, beriithrt die Quadrik
(ITa) ¢m Scheitel von .

Da 1, I, konjugiert sind, so enthilt die Tangentenebene

an (II) in z die Gerade l, d.h. sie stimmt mit der Basisebene iiberein.

W.z.b.w.

Besonders setzt man t=o, h=—1, so erhdlt man den
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Satz 4. Die Quadrik
(et —21%0) — (Br + )23 =0
beriihrt die Basisebene von n,:
o1+ (Br + 0,,)2,=0
wm Koenigs'schen Punkt (—Br

—0us, 0, 0, 1) vom my.
Da der Index dieser Quadrik

j=2+%=2—K

ist, so folgt aus die§em Satze
sofort ein Satz von Cech iiber
zwei Brennpunkte von 7,.%
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Satz 4a. Die Quadrik
Loty — 2124 =0
beriihrt die Koenigs'sche FEbene
der zweiten Projektivnormale n, :
=0
im Scheitel X=3dx=zx,, der
ersten Projektivnormale n,, Man

nennt diese Quadrik die Normal-
quadrik.

1) Fubini e Cech: loc. cit., p. 129.

2) E. Cech: Osservazioni sulle quadriche di Darboux. Atti dei Lincei. Rendiconti.
(6), 8 (1928), p. 371. K bedeutet die Kriimmung der Form 28ydudv.
Vgl. auch: Fubini et Cech, Introduction 3 la géométrie projective différentielle

des surfaces, 1931, p. 96.



