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124. Uber die Definition der Shodaschen Diskriminante
eines normalen einfachen hyperkomplexen Systems.

Von Tadasi NAKAMURA.
Mathematisches Institut, Kaiserliche Universitit zu Tokyo.
(Comm. by T. TAKAGI, M.LA., Oct. 12, 1934.)

In einer Arbeit” hat K. Shoda Diskriminante eines normalen ein-
fachen hyperkomplexen Systems definiert. Dabei hat er aber die
Existenz einer Minimalbasis einer Maximalordnung in bezug auf die
Maximalordnung des Zentrums vorausgesetzt. Im allgemeinen musste
er sie im Kleinen definieren.” In dieser Arbeit gebe ich eine direkte
Definition im Grossen an.®

Es sei © eine normale einfache Algebra iiber einem algebraischen
Zahlkorper K endlichen Grades, K, ein Unterkorper von K derart, dass
eine Maximalordnung o von € eine Minimalbasis (E}, E, ...... , Ey) in
bezug auf die Maximalordnung von Kj bezitzt. Die Existenz eines solchen
Unterkorpers ist klar, da der rationale Zahlkorper die Eigenschaft von
K, hat. Es sei ferner (e, e, .--, e,) eine beliebige Basis von & in
Bezug auf das Zentrum K. Dann gibt es Matrizen 4, B; in K, die den
Gleichungen

Ei(e)=<e>[qh...q%n]=(e)A,-, (e)E’,-=(e)[l_>b---lghj]=(e)Bj

: by....br;

geniigen, wo (¢) die einzeilige Matrix (e, e, ---, €,) bedeutet.
Man bilde nun die Matrix

E,...Ey|_
M[ell. . .enN] - (Zk} ahb)
wo (p, @) bzw. (i,7) Zeilen- bzw. Spaltenindex ist. Dann kann man
beweisen :
Der Rang von M [ff‘f” st gleich m®:. Der grisste gemeinsame

Teiler aller Unterdeterminanten n®-ten Grades von M [ffleEN] 1st die
Shodasche Diskriminante von ©.

1) K. Shoda: Diskriminantensatz fiir normale einfache hyperkomplexe Systeme,
Proc. 10 (1934), 315. Diskriminantenformel fiir normale einfache hyperkomplexe
Systeme, Proc. 10 (1934), 318.

2) Vgl. Anmerkung 1) in der vorstehenden Arbeit von K. Shoda und mir.

3) Die Anregung zu dieser Arbeit verdanke ich K. Shoda.

a%...a%,
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Zum Beweis betrachten wir N? Elemente ExE; mit dem Un-
bestimmten x=pi_le,,ac,,, unter denen 7° Elemente linear unabhingig
beziiglich K sind.¥ Da aber
(ExE,, ...ExE;, ..., ExzEN)=/(ei%1, ---€p, -+, €ntn) M [ZIE,N] ,

ist, so ist der Rang von M [El ] gleich 72
E1 EN]

n

Wir beweisen nun, dass der grosste gemeinsame Teiler D

aller Unterdeterminanten n’ten Grades von M [El von der Wahl
der Basis (e, @, ..., ¢,) unabhingig ist. Nimmt man ndmlich eine
andere Basis (¢, €, ---, ¢,) an, wo (e)=(¢")P ist, so folgen aus
E(e)=()A/, (e E;=(€)B/
ersichtlich die Gleichungen
A/=PA;P?, B/=PB;P!, B;A;=PB;A;P.
Da der Koeffizient von B;A; an der Stelle (g, p) gleich Ea, ° by; ist, so

ist, wie man leicht ausrechnen kann,
M| BB @xpy | BT,

wo P1x P das Kroneckersche Produkt von P~ und P bedeutet. Da
aber |P1x P|=1 ist, so folgt hieraus

@El EN @[ _

El"‘ENJ von der Wahl der Minimal-
€ ...0

basis (E,, E,, ..., Ey) unabhingig ist. Ist nidmlich (EY, EY, ..., Ef) eine
andere Minimalbasis und

(El/’ E2,s cecy EI,V)=(E17 EZ: ety EN)Q ’
so sind @ und Q! beide ganzzahlig Dann ergibt sich ferner leicht

M| BBy BBl ox @

€ -- €n
Da Qx @ ganzzahlig ist, so ist jede Unterdeterminante n*ten Grades

von M [El N] eine lineare Kombination der Unterdeterminanten

Wir beweisen nun, dass 9®

4) K. Shoda: Ein Kriterium fiir normale einfache hyperkomplexe Systeme, Proc.
10 (1934), 195.
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n*ten Grades von M [f‘f”
E\...Ey

el ...en

, deren Koeffizienten ganz sind. Also

ist @[5{:5’?’ durch D teilbar. Ganz analog kann man

beweisen, dass B 2B | umgekehrt durch o F-EV] teilbar ist,
da Q7! ganzzahlig ist. Daher ist

9[}_v;'l...z«;'l\, =©[E,’...E{v .
€ .-, € ..y
Wir beweisen endlich, dass das hier definierte, von der Wahl von
(B, E,, ..., Ey), (e, e .--, €,) unabhingige Ideal ® gleich der im
Kleinen definierten Shodaschen Diskriminante ist.® Dafiir geniigt es
zu zeigen, dass der p-Komponent von D gleich der Shodaschen
Diskriminante von &y ist, wo p ein beliebiges Primideal in K bedeutet.
Im allgemeinen bilden die Ej, E,, ..., Ex nicht mehr eine Minimal-
basis von &p beziiglich (Ky)y,, wo p, das Primidealvielfache von p in
K, ist.® Denn der Rang (Sp: (Ko)p,) ist im allgemeinen kleiner als N.
Jedes Element aus op ldsst sich als eine lineare Kombination von Ej,
E,, ..., Exy mit ganzzahligen Koeffizienten aus Kp darstellen. Ist
(wy, wy, ..., w,) eine Minimalbasis von oy beziiglich Kp, so gibt es
ganzzahlige Matrizen @, R in Ky, die den Gleichungen
(wlr Wa, «eey wn)=(E1) E27 ey EN)Q ’ (El’ E2; ey EN)= (wl) Wa, «--, wu)R
geniigen.” Jetzt kann man wie oben vorgehen und beweisen, dass der

p-Komponent von D eE:‘fN] gleich SD[Z‘:::Z’”] ist. Es ist aber

Wies W, Wi..-W.
D 1 n:l=® 1 n]
€] ..y Wies Wy

und Sb[zi:z"] ist nach der Definition nichts anderes als die Shoda-

sche Diskriminante von Sp.

6) Dass D auch von K, unabhiingig ist, folgt aus dem zu beweisenden Satz, dass
D die Shodasche Diskriminante ist. Einen direkten Beweis kann man auch leicht aus-
fithren.

6) Dabei betrachten wir (Ko)p, als Unterkérper von K.

7) @ ist im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt.



