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24. Uber die Klassenzahlen abelscher Zahlkirper.
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Mathematisehes Institut der Kaiserlichen gniversitt zu Tokyo.

(Comm. by T. TK, ..., Mar. 1 1935.)

Es seien k und k,. unabhingige abelsche KSrper iiber dem rationalen
ZahlkSrper R’kt /=R. k sei das Kompositum von k und /. Der
absolute KlassenkSrper K zu k enthlt nach dem Verschiebungssatz
der KlassenkSrpertheorie das Kompositum yon k und dem absoluten
KlassenkSrper K zu k. K enthilt folglich K. Ebenso ist ersichtlich,
dass den absoluten KlassenkSrper K zu in sich enthilt.) Wenn
ferner D der Durchschnitt yon K und K,_ ist, dann gilt bekanntlich

[K" R] [K." R]=[K K,." R] In’R].

Well aber K K,. in K enthalten ist, geht also [K’R] [K.’R] in
[K’R] [D" R] auf. Wegen [k, "R] [k.’R]=[k" R] folgt hieraus"

[K" k] [g_" k,.] [g" k] [D R].

Wenn nun die Diskriminanten von / und k teilerfremd sind, dann
ist natiirlich D=R. Also gilt der folgende

Sa$z 1. Das Produkt der Klassenzahlen mehrerer abelscher Zahl-
kSrper, deren Diskriminanten zu je zweien teilerfremd sind, geh in
die Klassenzahl ihres Kompositums auf.

Es lsst sich noch in gewissen Fillen leicht ersehen, dass Kt und
K unabhingig sind d.h. D mit R zusammenfillt.

Die grSssten absolut-abelschen UnterkSrper von K und K. seien nun
k und k resp. Der Durchschnitt d’ von k und k ist natiirlich der
grSsste absolut-abelsche UnterkSrper yon D. D muss also iiber d’
abelsch sein. Wenn speziell d’=R ist, dann ist D=R. Denn d’=R
muss alsdann der grSsste abelsche UnterkSrper von D sein. Also lisst
sich zeigen, dass D-=R ist, wenn die KSrpergrade von k und k relativ
prim sind.

In der Tat sei H die k zugeordnete Idealgruppe in / und C eine
beliebige Idealklasse nach H. Wenn ein Ideal a in k zu C angehSrt,

1) Hierbei verstehe man ,,absolute KlassenkSrper" und ,,Klassenzahlen" ent-
weder im weiteren Sinne oder im engeren Sinne.
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so ist N() in C enthalten, wobei n den Grad von kl bezeichnet.D

Folglich C H, was besagt, dass [k:k] nur durch die Primfaktoren
von n teilbar ist. Falls also die KSrpergrade von kl und k2 relativ
prim sind, dann sind auch die KSrpergrade yon k und k relativ prim,
d.h. d’-R, w.z.b.w. Hieraus ergibt sich sofort der folgende

Saz 2. Das Produk der Kaeeenzahlen mehrerer abelscher Zahl-
kSrper, deren Grade zu je zweien teilerfremd sind, geht in die Iassen-
zahl ihres Kompositums auf.

Dier Satz enthilt den von Virmon mittels der bekannten Klassen-
zahlformel fiir abelsche ZahlkSrper komplizierterweise bewiesenen Satz.)

Die Klassenzahl eines zyklischen ZahlkSrpers ist teilbar durch das
Produkt der Klassenzahlen von UnterkSrpern, die zu je zweien unab-
hngig sind.

In der Tat ist die Klassenzahl unseres zyklischen KSrpers durch
die Klassenzahl des Kompositums der in Frage kommenden UnterkSrper
teilbar,s Also folgt dieser Virmonsche Satz sofort aus unseren Satz 2.
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