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Sur les points singuliers des quations diffrentielles
ordinaires du premier ordre, L

Par Masuo HUKUHARA.
Institut mathmatique de l’universit de Hokkaido.

(Comm. by S. KAKEYA, M.I., Oct. 12, 1935.)

1. Supposons la variable relle et complexe, et considdrons
l’quation diffrentielle

(1) -x =f(x, y)

oh la fonction f(x, y) est dveloppable en une srie convergente dans
Ox, lylmx-(O)

(2) f(x, y) ao(x) + a(x)y/ + a,(x)y +
la convergence devient uniforme si on multiplie chaque terme par x et
les a,(x) sont des fonctions continues dans 0<x< et d6veloppables
asymptotiquement comme il suit"

(3) a(x) -’)/ a(Dx / + a- +
(a)---fl:O, ai)=O, a()----O pour j< (n- 1)).

On forme d’abord une srie qii satisfait formellement l’quation
donne (1)

(4) y ,a(p log x+C),
j-0

a(u) tant des polynomes en u de degr j+ 1. Posons
y-P(x, C) +z

P(x, C)---ao(p log x + C) / + a(fl log x + C)x

et appliquons les thfiormes d’existence et d’unicitfi des intfigrales
l’fiquation transformfie

(5) dz a(, z)

On verra sans peine que cette fiquation admet une solution et une seule
telle que lim x-z(x)-0. On pent en conclure que quelle que soit la

:-> +0

valeur de la constante C, l’dquation (1) admet une solution et une seule
cvdoppable asymptotiquement en sdrie ().

2. On pent aller plus loin. En effet, il est facile de voir que
g(x,z) pent se dfivelopper en une srie convergente dans 0<x<x,

a(x, z)=Z(x, C3z

la convergence devenant uniforme si on multiplie chaque terme par x
et les coefficients ilk(X, C) fitant dfiveloppables asymptotiquement comme
il suit"
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(x, C)’,/( log x / C)x
h-O

les flka(U) sont des polynomes en u, en particulier

/oa= 0 pour h= O, 1, j,

flo O, flh= 0 pour h<: (k- 1)
et hs /a sont des constantes pour (k-1) h<::kL On a donc

g(x, z) Hx +Kx ]zl +Lxiz 2 (0 .<:/. 1)
pour O<x<J,, ]z] mi-, H, K et L tant des constantes.
done comparer les solutions de (5) avec

Z(x, Xo)= A -B
x +Mxo Xo

A, Bet M tant des constantes positives telles que

), LA zMB AK (1 +M)m A
Si x0 est assez petit, la solution de (5) telle que z(xo)lZ(xo, xo)
vrifie l’ingalit ]z(x) Z(x, Xo) pour 0 <: x <: x0. La fonction Z(x, xo)
tant borne dans Ox xo, z(x) l’est aussi. Alors z(x) converge vers
une valeur dtermine C lorsque x--+0. Or l’quation (5) n’admet
qu’une solution prenant la valeur C pour x--,+0. La solution cor-
respondante de (1) est donc dveloppable asymptotiquement en srie
(4) off la constante C doit tre remplace par C+Q.

3. Prenons deux nombres m’ et m" tels que

(1 +M)m’ A, Mm" A,
et consid6rons une solution de (1) v6rifiant l’in6galit6 ]y(xo)] m’x.
Si x0 est assez petit, on aura ]Z(xo)lZ(xo, xo), z(x) 6tant la solution
correspondante de (5)" z(x)=y(x)-P(x,O). Done la solution y(x)est
d6veloppable asymptotiquement en srie (4) off la constante C prend la
valeur

C(xo, Yo)= lim [y(x)- p log x].

Cette valeur est gale z(+ O) et l’ingalit z( / O) Z(O, Xo) entraine

(6) C(xo, yo) m"x
En remarquant que le nombre m’ peut 6tre pris aussi voisin de

(e=min m, que l’on veut, on arrive finalement cette conclusion"

Si ’ est un hombre assez petit, une solution de (1) telle que
y(xo) m’x, 0<Xo ’ est dveloppable en srie (4) et la valeur de
la constante C vdrifie l’indgalitd (6). Tout solution de (1)non ddvelop-
pable en sdrig (4) vdrifie l’indgalitd lim x lz(x) e.- +0

4. Supposons ensuite la variable x complexe. Si les dveloppe-
ments (2) et (3) son valables pour

(7) 9+0<:arg x<: 9’-0, x-*0,
le d4veloppement (4) de la solution l’est aussi. Pour le voir, on pose

On peut
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z=re et considbre comme constante. Alors la variable inddpendante
r est relle et on peut appliquer ies rsultats obtenus ci-dessus. Puis
on fixe la valeur de r et fait varier . On verra sans peine que si le
d(veloppement (4) est valable le long d’une demi-droite partant de 0,
il est encore valable pour (7). Les rdsultats obtenus aux numros
precedents s’tendent donc au domaine complexe

Quelle que soit la valeur de la constante C, l’quation (1) admet
une solution et une seule ddveloppable asymptotiquement en s$rie

() pour (7). Toutes les autres solutions satisfon l’ingalit
limzlz()l pour (7).

5. Si les a(x) sont des fonctions rgulires, les relations asympto-
tiques (4) deviennent des galits, c’est ce que l’on voit en remarquant
que la solution de (5) s’annulant pour z--* / 0 est une fonction rgulire
du paramtre C.

6. En tudiant les points singuliers des quations diffrentielles du
premier ordre, on rencontrera beaucoup de cas qui peuvertt se ramener
au cas tudi ci-dessus. Un tel exemple se trouvera dans notre mmoire

qui est en pr(paration" Sur l’quation diffrentielle zyd-y A(x)y+B(x).


