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119. Applications des espaces une infinit de dimensions
la thorie des ensembles.

Par Kinjir5 KUNUUI.
(Comm. by S. KAKEYA, M.I.A., NOV. 12, 1935.)

En se servant des espaces une infinit de dimensions nous pouvons
souvent simplifier des rsultats ou des dmonstrations dans la thorie
des ensembles. Voici quelques exemples.

1.--M. F. Hausdorff a donn un thortme sur le compltement
d’un espace mtrique, qui peut s’exprimer comme il suit"

Chaque espace ntrique R es isomrique un sous-ensemble d’un
espace complet.

La dmonstration de M. F. Hausdorff est une gn4ralsaton du
fameux procd de Cantor-Mray de la dfiniton des nombres rration-
nels. Or, nous allons le dmontrer en se plac,ant au point de vue de
l’application des espaces une infinit de dimensions; notre mthode
pourra tre dite frchetienne.

Dmonstraton. A chaque point de R, correspondons une co-
ordonne oo <:<: + oo, et construisons un espace ER dont les
points p seront dsigns par

ER est un espace linare, et la distance entre deux points de E
sera dfinie au moyen de la longueur" p I--sup I I.

On salt que ER est un espace mtrique complet,v Or, je ds que
l’espace R est isomtrique un sous-ensemble de ER. Pour cela, corres-
pondons chaque point a de R un point {(a)} de ER, qui est
dtermin par la formule" z(a)=p(a, )-p(, 0), off 0 dsigne un poin
arbitraire et fixe de R, et (a,/) la distance entre les points a et
de R. D’aprs l’axiorne de la distance, on a videmment [z(a)[ <: p(a, 0)
d’ou, {z(a)} est un point de ER. Soient X= {x} et Y- {y} deux
points de R correspondants a et de R respectivement. Nous
avons d’une part (X, Y)=sup P(a, )- p(, )1p(a,/) et d’autre

part, en posant =, p(X, Y) >= p(a, ). C. Q. F. D.
Dsignons par A l’image isomtrique de R dans ER. La fermeture

A de A est un espace complet o5 A est un sous-ensemble dense.
2.--M. Baire a trouv un exemple trs lgant des ensembles de

nombres rels qui sont prcisment de classe 3. Appelons points
rationnels tous les points d’un espace cartsien n dimensions (n--1,
2, 3, ou d’un espace hilbertien, dont toutes les coordonnges sont
rationnelles. Nous savons que tous les points rationnels de l’espace
cartsien un nombre fini de dimensions forment un ensemble exacte-
ment de classe 2. Or, nous allons montrer que l’ensemble de tous les
points rationnels de l’espace hilbertien est prcisment de classe 3.

1) Voir M. Frchet" "Les ensembles abstraits et le calcul fonctionel," Rend.
Circ. Mat. Palermo, t. XXX (1910), p. 12; "Les dimensions d’un ensemble abstrait,"
Math. Ann. Bd. LXVIII (1910), p. 161.

2) Voir p. ex. F. Hausdorff: "Mengenlehre," 1927, p. 101 et 105.
3) Voir p. ex. N. Lusin: "Legons sur les ensembles analytiques et leurs applica-

tions." 1930. p. 92.
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Pour ce]a, gnralions d’abord la rg]e de M. Baire"
Rgle. St R un esceteplet arbitraire. Cdr,

da R, d ee rfaits Po et Pi,i ,iK (K=1,2, 3,
i, i,. =1, 2, 3, ) qui satisfont aux conditis ivantes"

1) Pi, i i s.t cnda Pi, i_ et n dense r
eelui-ci (pr K=0, pos Pi,i i-x=Po) ;

2) K dnt fixe, Pi,i i n’ont pnts commu x dx ;
3) Qn, n- Pi, i ig-iK est partout dee da

Pi,, iK- (pour K= 1, pos Pi, i_ Po) ;
al’s, la partie eommu E de Q= Pi,i, i" E=

i, i K

Q. Q. Q est un eble prdcdment de dasse 3.
Dions par Ro l’enmble d in de Po qui n’appartiennent
aueun des enmbl Pi, i=1,2,3, et par

l’enmble-diff6renee Pi, h, i- Qi, i- 0n voit bien que Ro
ou Ri i i t une difference d’un enmble parfait et la somme
d’une sui des enmbles parfaits. Ro et Ril,i, ,i sont ns ints
eommuns deux deux. En outre, nous avons une formule:

Ri, i

o l indic Q, , i et K lui-mme prennent les valeurs 1, 2, 3,
indfindamment les uns d autres. Ansi, no pouvons appliquer

le critre de non-filevation de close qui est figalement valide pour les
pac abstraits

Ctbre. St un cps au sere strict,s) Si un eemb E
) est dnd par la fme: E=E+E+ +E,+

E. E,,=O (n n’) E e ex als des ensembs H, te que
EH,; He,#; limH.=0.

En supnt, par imible, que Po-E est un ensemble de classe
2, nous pouvons rpr le rannement de M. Baire, et arriver une
contradiction. Donc no avons la rbgle de M. Baire, pour des espaces
mtriqu comple arbitraires.

idrons mainnant l’pace hilbertien 9. Rangns d’ard
tous les hombres rationnels en une suite: r(1), r(2), r(n), et
dignons par Pn,, nK (g= 1, 2, 3, n, n, ....... 1, 2, 3, )
l’enmble de tous l ints de 9 dont les K premibres crdonnes
sont r(nl), r(n), r(n) restivement, toutes les autres tant
bitraires.

On cons tr facilement que 1) Pn, nK sont des
enmbl parfaits (puisqu’ils sont des hyrplans), contenus dans

1) Voir p. ex. M. Frchet: "Les espaces abstrait" 1928. p. 83.
2) On dit qu’une famille ! d’ensembles est un corps au sens strict, si A et B

tant deux ensembles de , +B appartient , et si le complmentaire de tout
ensemble de !I appartient encore .

3) !I, $ et sont les famille de tousles ensembles de la forme En (E, e ),

II En (Ene !I) et lira En (En e) respectivement.
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Phi, n2 et non dense dans celui-ci (posons P0-- Y2) 2) K dtant
fixe, Pn,n nK sont sans points communs deux deux, (puisqu’ils
sont parallles) 3) Qn,n2 ,--- P, n2 nK+l est partout

K+I
dense dans Pnl, n2 nK"

Alors, d’aprbs la rbgle, E--Q-Q- QJ- est prcisement un
ensemble de classe 3. D’autre part, on voit bien que E est un ensemble
de tous les points rationnels de .Q. Ainsi nous sommes amends au
rsultat suivant

Thorme I. Dans un espac hilbertien, tous les points rationnels
forment un ensemble exactement de classe 3.

3.Notre dmonstration du thorme I consiste gnraliser d’abord
une rgle connue pour un espace abstrait et l’appliquer ensuite un
espace hilbertien. La mme mthode s’applique la dmonstration d’un
thorme de M. W. Hurewicz)" les ensembles ferms non-dnombrables
d’un espace mtrique X compact (suppos non-dnombrable) constituent
un ensemble analytique non-borelien dans l’espace 2x.)

En effet, remarquons d’abord que, sans changer d’une fa;on essen-
tielle le raisonnement de M. N. Lusin, nous pouvons dmontrer le
thorbme suivant

Thorbme II. Soient R et S deux espaces ndtriques, complets
et sparables. Ftant donn un ensemble analytiqzze A de R xS,
ddsignons par F(A) l’ensemble cribl de A par un crible clairsm. Alors
le crible A est bornd sur tout ensemble anlytique disjoint de F(A).

Cela pos, voici une dmonstration du thorbme de M. W. Hurewicz.
Considrons l’espace 2xx X. Soit A l’ensemble de tous les points (F, p)
de 2xx X, qui satisfont R la condition: p e F. D’aprbs la dfinition de
2x, A est un ensemble ferm dans 2zx X. Pour obtenir l’ensemble des
ensembles ferms et indnombrables, il nous suffit de cribler l’ensemble
A au moyen du crible clairsem.

Or, d’aprs un thorme de MM. S. Mazurkiewicz et W. Sierpifiski,5)

F(A) est un ensemble analytique dans 2x. Et d’autre part, d’aprbs le
Thorbme II, F(A) est non borelien dans 2X. c.Q. . D.

Les rsultats de MM. C. Kuratowski et E. Szpilrajne) sur ce sujet
sont plus tendus et plus profonds que le nStre. Nous avons expos
notre dmonstration seulement pour montrer l’analogie entre elle et celle
du Thorbme I. D’ailleurs, on y voit nettement le caractbre de la
mthode suivie par MM. H. Lebesgue et N. Lusin.7)

1) Voir W. Hurewicz: Fund. Math. t. XV, 1930. pp. 4-17.
2) L’espace de tous les ensembles ferms, borns et non vides, darts X; quant

cette notation, voir C. Kuratowski: "Topologie I" 1933. p. 89.
3) Voir N. Lusin- loc. cir. pp. 183-186.
4) Avec M. C. Kuratowski (ibid. p. 7), nous d(signons par AB, le produit

cartsien de deux espaces A et B.
5) Voir p. ex. C. Kuratowski- "Topologie," p. 262; K. Kunugui" "Les ensembles

analytiques et les espaces abstraits," Journal of the Faculty of Science, Hokkaido Imp.
Univ., Set. I, VoL IV, 1935. p. 33.

6) C. Kuratowski et E. Szpilrajn: "Sur les cribles ferms et leurs applications,"
Fund. Math. t. XVIII, 1932. pp. 160-170; surtoul leurs Th(ormes 5 et 10.

7) Voir N. Lusin: loc. cir. pp. 197-202,


