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140. Uber die Abschnitte der ungeraden schlichten
Potenzreihen.

Von Kenzo JOH.
Technische Fakultit, Kaiserliche Universitit zu Osaka.
(Comm. by M. FUJIWARA, M.LA., Dec. 12, 1935.)

Wir bezeichnen mit (S) die Gesamtheit der im Einheitskreise |z|<<1
reguliren schlichten Potenzreihen, mit (U) die Unterklasse der un-
geraden Funktionen

(1) PR)=2 + bgeB+ -+ + by 1122 oo .

Herren J. E. Littlewood und R. E. A. C. Paley® haben bewiesen
(2) || B (n=1,2, ...... )

fiir alle Funktionen von (U), und Herr V. Levin® hat gezeigt dass
®3) B<2'glt=339.......

In dieser Note kann ich mit dieser Hilfe beweisen den folgenden
schonen

Satz. Die Funktion — ¢(2)=2+bg?+ - +bgp 122 4 e
sei reguldr und schlicht im Kreise |z|<<1. Dann sind simtliche Ab-
schnitte 2+ b3+ oot + bgp 412211 (n=1,2, ...... )

schlicht im Kreise |z|<< 3

1
V'3’

Zum Beweise benutzen wir die Szegdsche Methode fiir den Satz
von Klassen (S)® und stiitzen uns auf den folgenden Hilfssitze.

Hilfssatz 1.° Fir |2]<<1, |2]<<1 gilt die Ungleichung
’ 2 \2 ~
4 p2) =z |~ 1=|zf* 2, |1—212|
@ (13 imr)

2 —2 + |z [? (lzi—2| +i1—2z|)?
Hilfssatz 2.
G)  |bos|<2i3tel=339.-.... <% n=1,2, ......).
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5) Hilfssatz 1 ist ein Besonderfall von der folgenden allgemeinen Ungleichung,
welche nach der Theorie von H. Grunsky abgeleitet werden kann.
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Insbesondere
(6) || <€1,25,  |by|<<1,80.
Hilfssatz 8 (Noshiro).” Sei die Funktion  F(z)=z+ -
im Kreise |z| <R reguldr und ER(F’(Z)) >0, dann ist F(z) schlicht im
Kreise |z|<R.

Beweis. 1. Wir beweisen den Satz zunichst fiir =>4, indem wir
zeigen, dass

™ | e |5] S, A

v=n+l zl —29

(lal<r. lal<iA-: nzd)

ist. Es geniigt offenbar die Ungleichung (7) fiir z1—7—_—, Z=—— 1/ 3

mit |x#|=1 zu beweisen, was wegen (4) eine Folge von

-1y }1—£l
3| 3
1 |1—x] ‘ x [\2
1+ ] (Al
3 ( V'3 3)
=41 . 1 >°° lb2u+l|i1_w2y+l
4 1_£i+ 11—z +-L A—2P| 5 & 1-z
31 v38 3 1_2
3

ist. Wir unterscheiden zwei Fille:
a) |1-2/<0,38. Man hat mit Riicksicht auf (5), (6)

S bl [1-2*" | 18 1) 1T & 2+l g0
1'2-53”11—x<35 5§3 <
so dass die zu beweisende Ungleichung folgendermassen lautet :
1 —x)? 1
1——1+ 1-g| +1]L —1,38.......
g 1ol Lo | 4018
3
Es ist aber
»l_ﬁ’Jr 2 ||+ 1| A=2P §2,38+21/3-0,38
3| 1_2 3 3
3
+ 01444 g, ...
5 .
b) |1-2|>0,38. Man hat mit Riicksicht auf (5), (6)
&, byl [ 1= [ 2 basr| 2 {};&
vz-; ¥ | 1-z |7 |1-2] VZ:; 3 |1—a;| 3
17 } 2
- 0,015,
5 § 3 [1—2|

1) Journal of the Faculty of Science, The Hokkaido Imperial Univ., (1) 2 (1934),
129-155.
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so dass wir folgendes zu beweisen haben :

1-%

3 2,“+1 1~z 1  _g3..
T3 3|,_« | 8-0015
3
Nun hat man
1-2%

8|4 2 ¢1|1=2 1 _, 2 ,1, 2
1-z | v3 3 x 0,38 V3 3 1
1_—3— 1+3

<26+1,2+0,5=4,3.

Womit ist die Behauptung fiir die Abschnitte n=>4 gezeigt.
II. Fir n=1 ist die Behauptung leicht zu beweisen. Es ist

nimlich |bs| <1, so dass fiir by==0, lzll<1/3 |22|<‘/3

|1+bs(z%+z1zz+z%)l>1—3~‘#‘3i;0 gilt.

Fir =2, 3 benutzen wir den Hilfssatz 3. Es geniigt, den Satz
fir die von Herrn K. Loéwner” betrachteten Schlitzabbildungen zu
beweisen. Wir setzen dementsprechend

by=x, + 1= ~S u(t)e dr,
o |

Be=ap+ iy2=%[§:x(r)e_'dt:|2— s:uz(r)e'z'dz' ,

wobei x(r) eine stetige Funktion von © mit |x(c)|=1 bezeichnet.
Unsere Behauptung lautet dann

) R(1 +3bge®+5bz!) >0,

(10)  R(+3bP+BbALTIA>0, fir |o]< -

v3
Es geniigt (9), (10) an der Stelle z= 1/H abzuschitzen (sonst betrachte

man lga(ez) bei passendem e von Betrag 1). Wir haben nur zu zeigen dass
€
©) ER(1+b3+ 5bs )>o, dh.  —92,—55<9,

’ & b, 8(_9_0gp
10) §R<1+b3+ % 27)>o, dh.  3(-0-0m—5m) <Hbr.
Mit (8), kann die Ungleichung (9’) folgendermassen geschrieben werden :
—_ — = — —_ E_ * -T — * -2t
Oty — 5ty = — 92, sn{ . Ua x(2)e dr:r 5S0 (o) dt},

und wir konnen zeigen dass die Rechte Seite <8, 02.
Schliesslich kann man auch mit der oben benutzten Methode zeigen

dass %(—9—9x1—5x2)<~1,25<9%q, weil |by|<<1,25 ist.

1) Math. Annalen, 89 (1923), 103-121.



