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92. ur l’quation diffrentielle yn f(x, y, y).

Par Tokui SATe.
Institut de mathm,atiques, l’universit de Hokkaido, Sapporo.

(Comm. by T. Yosxw., M.I.A., Nov. 12, 1937.)

1. Dans cette Note nous considrons l’quation diffrentielle

(1) yn=f(x, y, y’).

Soient y(x) et (x) deux solutions de (1) qui sont continues dans l’inter-

valle 0 x a et telles que

y(0) (0)= 1, y(x) .<= (x) 0 <: (x)

les ingalits ayant lieu pour 0<= a. Supposons que le second
membre de l’quation (1) soit une fonction qui jouissent des proprits
suivantes

1. elle est positive et continue dans le domaine"

0 =< =< a, y() -_< y-_< (), y’ <:+ oo;

elle satisfait la condition de Lipschitz par rapport y
et y’;

o. f(x, y, y)<:f(x, Y2, pour y, < y, <= y’.
Nous nous bornons au cas off toute solution y(x) de l’quation dif-

frentielle (1) telle que

(2) y(0)=

peut se prolonger) t un point d’abcisse a en restant dans le domaine"

(D) 0 x a, y(x) y (x)

et ne considrons dsormais que des solutions assujetties la condi-
tion (2).

Soient y(x) et y_(x) deux solutions de l’quation diffrentielle (1)
qui satisfont la condition (2). Montrons que s/

.(o)(3) yff0) <
on a

yx(x) <= y(x)
dans tout l’intervalle 0 x

_
a.

y,( ) <: y(x)

1) Pour cela, il suflit que f(x, y, yt) satisfasse la condition de M. Nagumo:

f(, y, y’)l < (y) (I y’ 1)-=+, () <+,
off a--min (y(x)), 0--max ((z)).

0<_<a 0<z<_a

(M. Nagumo. Proc. of the phys.-math. Soc. of Japan. 3. Ser. Vol. 19. 1937.)
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L’ingalit (3) entraine, en effet, l’ingalit

(4) (x) < y’(x)

pour des valeurs assez petites de x. Soit 0 x <= le plus grand inter-
valle off (4) soit valable. Nous aurons les in6galit6s y($)y() et,
par suite, y()y,.(x) pour 0<. Pour ces valeurs de , y
est, d’aprs 3, plus petit que y2 ( . Nous obtenons ainsi l’in6galit6

ce qui n’a lieu que si =a. c.q.f.d.
Cela 6tant, supposons que la solution y(x) s’annule pour x=xo

(0 <: x0- a) et qu’elle soit positive pour 0 x x, L’dquation dif-
fdrentielle (i) admet une et une seule solution qui soit en contact aveo
l’axe des x. Pour le d6montrer, remarquons d’abord que toute solution
y(x) est une fonction convexe de x, car sa drive de second ordre est,
d’aprs 1, toujours positive. I1 y a donc au plus deux points d’inter-
section entre la courbe y--y(x) et l’axe des x. Or, on salt bien qu’il
existe, d’aprs 2, une et une seule solution qui remplisse les conditions
initiales

(5) y(0)=l, y’(0) =h

off h est une constante arbitrairement donne. Comme de telles solu-
tions sont continues relativement h, nous pouvons toujours en trouver
une qui passe par un point arbitrairement donn6 du domaine D. I1
est 6vident que deux quelconques d’entre elles ne se coupent jamais
pour 0 <: x a. C’est 1/i une cons6quence imm6diate de la proposition
d6montr aucessus. Si, maintenant, y(x) ne s’annule que pour x=x0,

cela signifie que y(x) est prcisment la solution cherche. Dans le cas

contraire d6signons par x et x (x <2 x) les deux valeu.rs de x pour
lesquelles y(x) est 6gal/i z6ro, et prenons la solution qui passe par le

point (x+x 0). Si la dernire s’annule encore pour deux valeurs
2

de x, soient x2 et x’2 (x2<:x2), r6p6tons le mme proc6d6 par rapport

au point-(x2+x 0).- En continuant ainsi, nous aurons deux suites
2

de points (x, 0) et (x, 0) telles que

x <: x+ <: x+’ <: x’ (i= 1, 2,

I1 reste consid6rer le cas off les deux suites se continuent ind6fini-
ment et, par cons6quent, tendent vers le m6me point ($, 0).

Soient Y(x) et y(x) des solutions telles que

Y(0) =y(0) Y(e) y,(x,) o.
Comme

et que les deux courbes y= Y(x) et y=y(x) ne se coupent jamais pour
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0<< a, Y() ne peut s’annuler ailleurs que pour --. Ainsi nous
avons bien la solution cherche. La dmonstration de l’unicit est pres-
que imm&liate.

Du raisonnement qui prcOie, nous pouvons d&luire les propositions
suivantes

1) Soi l’angle que fai la courbe y=y() avec l’axe des au

point x=x, L’quation diffkrentielle (1) admet une et une seule solu-
tion qui coupe l’axe des x sous un angle arbitrairement donnd entre
OetO.

2) Sans que la fonetion f(x, y, t(’) , remplisse la condition de
Lipsehitz relativement y et f, les r&ultats ei.dessus sont encore
valix si seulement l’dquation diffdrentie (1) admet une et une seule
solution qui 8atisfasse aux conditions initiales (5) et qui 80it continue
par rapport d h.

2. Dans les mmes hypothises qu’au numro prc&lent nous pou-
vons obtenir un rsultat plus gnral. Soit donne une fonction (x)
continue ainsi que ses driv6es jusqu’au second ordre, et qui satisfait
aux conditions suivantes-

4. b(x) < )(x) dans 0 _<_ x <= a,
(x) y(x) dans 0 <= x < x,
(o) U(o),
b() > Y() dans Xo < < a,

(a) = (a.)
5. "(x) <f(x, y, y’) lorsque ,/,(x) < y, ’(x) y’.

Montrons que l’quation diffdrentie (1) admet une solution qui est en
ontact avec la vourbe y=h(x). Pour cela il suflit de nous assurer de
ce que celle-ci rencontre une solution d&ermine de (1) en deux points
au plus, moins que les deux courbes ne soient en contact. Dsignons
par (x) la solution qui passe par les deux points (0, 1) et (e, d), oil
le dernier est un point quelconque du domaine-

xo < : < a, y() < y< (x).
Comme

(a)=y(a) < (a)

il y aura au moins une valeur z de x telle que

o(z) (:0, .< < a.

Soit e la borne inf6rieure de telles valeurs x. I1 est 6vident que

et que
()=()

(x) < (x) pour c =< : < e.
Nous avons ainsi l’in6galit6

,,() _<_ o’(),
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d’o s’obtient, d’aprs 5, la relation

+"() <f(, (), ’()) ="().
Puisque la drive "() est eontinue, le raisonnement du numro 1
s’applique/t h"(x), et nous voyons que lea inalitL

’(x) < ’(x) et () <: (x)

son valables pour <7 a. Nous pouvons dmontrer, d’une manire
analogue, qu’entre 0 et il n’y a qu’une valeur de x pour laqueIIe

()=()
ait lieu.


