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2. Uber die Uberdeckungen von Zellenraumen. II.

Von Atuo KOMATU.
Mathematisches Institut, Kaiserliche Universitit zu Osaka.
(Comm. by T. TAKAGI, M.LA., Jan. 12, 1939.)

Der Zweck dieser Note ist die folgenden Untersuchungen vorzu-
nehmen : (1) iiber die stetige Abbildung der Uberdeckungen von Zellen-
ridumen,” (2) iiber die Beziehungen zwischen den zwei verschiedenen
Uberdeckungen eines Zellenraumes D, und (3) iber die Bedingung?
dafiir, dass die Homologiegruppe einer Uberdeckung des baryzentrisch
unterteilten Komplexes D, von D isomorph wird.

Nach dieser Bedingung kénnen wir behaupten, dass die Homologie-
gruppe einer Uberdeckung von einem simplizialen Komplex bei Unter-
teilungen invariant bleibt.

1. Eine Abbildung % eines Zellenraumes D; in einen Zellenraum
D, heisst stetig, wenn die folgende Bedingung besteht.

Aus af>ai' folgt h(a?) = M(ar™).

Eine stetige Abbildung % von D, in D, heisst randtrew, wenn die
folgenden Bedingungen bestehen.

A). Tst af>aj7, so ist dim h(af™)+1 = dim h(af).

B). Ist h(ai)=b%, so gehen die (r—1)-dimensionalen Randelemente
von a? bei k auf die (r—1)-dimensionalen Randelemente von b} isomorph
iiber.

C). Ist h(a?)=h(a;)=0b;2, so geht noch eine Seite aj* von —af
bei h auf das Element b3 iiber.

Die simplizialen Abbildungen eines Komplexes in einen anderen
Komplex sind natiirlich randtreu. )

Eine stetige Abbildung & von einer u-Uberdeckung U; von D, in
eine u-Uberdeckung U; von D; wird mit Hilfe einer stetigen Abbildung
h von D, in D, wie folgt definiert:

a). Ist h(a?)=0bi, afe Dy, b}e D, so gibt es einen Homomorphismus
o von Ar in Bi, wobei die Gruppen A7 und B den Zellen a? von
U, und b von U; zugeordnet sind.

h(xa?) = o%;xbf, .

b). 7*',",-, 7% seien die Homomorphismen von A7 in A7~ bzw. B} in

B L Ist Ma])=b}, k(af™)=b}, af>aj™", b} =D}, so gilt

) IR o,
wo ri=ri"... % ein Homomorphismus von Bj in B} bei U, ist. Ist
insbesondere by="}, s=t, so ist 8} 17%=0.

1) A. Komatu: Uber die Uberdeckungen von Zellenriumen. I. Proc. 14 (1938),
340.
2) Diese Bedingung ist dieselbe wie bei gewdhnlicher Homologiegruppe eines
Zellenraumes; vgl. A. Komatu: Uber die Bettische Gruppe der Zellenrdume. Proc.
14 (1938), 304.
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Die stetige Abbildung einer o-Uberdeckung lisst sich analog de-
finieren.

Dann gilt der folgende

Satz. Die Homologiegruppe Bi(D,) von U; wird bei einer rand-
treuen Abbildung % von U; in U; in die Homologiegruppe BL(D,) von U:
homomorph abgebildet.

Beweis. fp,(a?) sei eine r-Kette aus der Uberdeckung U, und es
sei h(a?)=b;.

Die der Kette f5, zugeordnete Kette f5,(b;) aus der Uberdeckung
U; lisst sich nun in folgender Weise bestimmen.

F5.60 =53 i fad)

wobei die Summation iiber alle r-dimensionalen Urbilder von b% er-
streckt ist.

Diese Zuordnung bezeichnen wir auch mit k. Dann gilt die fol-
gende Formel :

2) guhfb,=hgufb, .
Denn die Kette g.hf5,=0.fp.=S5;' bedeutet
B = X enrinSb00

b' br—l
= Zr €Tk 21 onfh(al)
> h

und die Kette hg.f5,=hf5 =75 bedeutet
fﬁ;l(b;'-l)___ 21 afi-i—l r-1 D;—l(a;;-l)
=

- — %
=201 3N ehrnfhlai).
r1 af > a;-"’l

Also ist die Kette f’“l f5.! nach (1) und der Bedingung ,, randtreu “
gleich der Nullkette in U, Aus (2) folgt leicht der Satz.

Ist insbesondere die Abbildung 2 von D, in D, Identitit, d.i.
Dy=D,, so gibt der Satz eine Beziehung zwischen den verschiedenen
Uberdeckungen eines Zellenraumes D.

2. Eine stetige Abbildung von D? auf D" wird in folgender Weise
definiert :

k@™, ..., a™)=a™r,

wobei a™r > --- >a™ in D ist.

Diese Abbildung ist natiirlich nicht randtreu.

U(D™ sei eine u-Uberdeckung von D™
Aus U(D" konnen wir nach 1) eine u-Uberdeckung U(D?) von D?
definieren. Dabei setzen wir die Abbildung derart fest, dass alle Homo-
morphismen 0% isomorph werden. Also ist die Koordinatengruppe von

1) Den analogen Satz iiber die o-Uberdeckung kann man leicht beweisen.
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(a™r, ...,a™) in U(D?) gleich der Gruppe A™ von a™ in U(D™). Dann
gilt der folgende

Satz. Wenn die Bettische Gruppe des Zellenraumes Aa™—a" fiir
jedes a” (im Alexandroffschen Sinne) mit der Bettischen Gruppe der
(r—1)-dimensionalen Sphire isomorph ist, so ist die Bettische Gruppe
von U(D™) isomorph mit der von U(D?).

Beweis. f" sei eine Kette in U(D?). fI sei die Teilkette von f7,
welche wir in folgender Weise bestimmen :

fr=fr fur alle r-dimensionale Simplexe von Aa?—Rand (A4a?),

ff=0 far alle anderen Simplexe von D,.
Wenn wir die gewohnliche Homologie von Aa™ mit dem Koeffizienten-
bereich A7 betrachten, das bei U(D") dem Element a* zugeordnet ist,
so ist ¢, f7 ein gewohnlicher Zyklus.

gufi(a3, .. )= fT(a?, a, ...).

Wir bezeichnen mit f7, g.f7 die gewohnliche Kette bzw. den ge-
wohnlichen Rand in Aa?.

Nun beweisen wir folgende Tatsachen a), b).

a). Jeder r-dimensionale Zyklus f” von U(D?) ist homolog einem
Zyklus g” von der Form,

g(am, ...,a™)=0 fir m,>r,

wo a™r > a™r-1>>qaq™o ist.
Beweis von a). Wenn f"(a?, af, ...) 30 fir m > r ist, so ist

Sl (a}, .. )=eZrEf (T, a3, --.) .
Nach der Voraussetzung gibt es einen Komplex ¢7 in Aal*—a,
dessen Rand ¢.f7 ist. D. i
¢i(as, .-, af .. ) e A,
3) 0u$i(05, )= 3] i@, ooy ad, - ) =P fT(al, 0 -.-)

Daher ist f7—¢7 ein Zyklus in Aa?. g5+ sei der Komplex in Aa?,
dessen Rand f7—¢7 ist. Dann ist

97 =Fr— 4%,
0,95 (@l 5, )= gl a5, -y af, ) =FI(aT, 05 ),
GG, ..y A, )= — FH(a, ..., aF, -..)

fir m>s, a*>aj.

Nun betrachten wir wieder den Fall der Uberdeckung U(D?).
o7 sei die Kette, die folgendermassen definiert wird.

()

ag, - ) =7yl ...) fir a?>al.
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Dann ist nach (8)
g’u‘bg(a’;; "') =% ek‘bs(a/;’ “cey aﬁ» "')

=3 e ial .., af, o)

=rier fia?, a, -..).

Also ist die Kette fT—¢7 in Aa? ein Zyklus.
Nun definieren wir die Kette g7*! folgendermassen.

gzﬂ(a?, a;v ".)=§£+1(azn’ a’;’ '") ’
g Nay o) =THGES, ).
Dann ist nach (4)

gug£+l(az'l’ as, __,)=k2 ekgf'u(azn, a, ---, af, ...)

= fl(a? a3 --.).

g.97t a, - ) =5,?.’ exg? i al, ---, af, -..)

=—rrdias )= —¢ilas, ...

Also ist der Zyklus f~ in U(D?) dem Zyklus g "=f"—fr+¢%

homolog. Der Zyklus g ist von der Form
g"(a? as, ...)=0 fiir bestimmtes a?.

Durch Wiederholung dieses Verfahrens beweist man, dass f” einem

Zyklus von der Form
g @l ...,am)=0 fir m,>r,

homolog ist.

b). Wenn ein r-dimensionaler Zyklus g= in U(D?) berandet, so
berandet er einen algebraischen Komplex ¢g"*' von der Form

g Walr+1, ...,a™)=0,  wenn My >r+1 ist,

WO af'r+1> -+« > ™o ist.
Beweis von b). Es sei g,f"'=g" in U(D?).
Wenn f™Ya?, ai, ...) 30 fir m>r+1 ist, so ist

ST Y@, .- ) =T 7 e al, ---) .

Diese Kette ist ein Zyklus in Aa”—a?. Daher gibt es nach a)
eine r+1-dimensionale Kette ¢7*! in Aa?—a?, so dass

gusl'{“ =gufir+l .

Durch Wiederholung dieses Verfahrens kann man leicht die Be-
hauptung b) beweisen.

Aus a), b) folgt unser Satz nach den Bedingungen iiber die In-
zidenzzahlen des Zellenraumes D.



