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8. Sur un torme de MM. $eidel-Beurling.

Par Kinjiro KUNUGUI.
Institut de MathSmatiques, UniversitA Impriale de Hokkaido.

(Comm. by S. KkKEYA, M.I.A., Feb. 13, 1939.)

1. M.W. Seidel a dmontr un thorme suivant qui peut tre
considr comme un point de dpart d’une srie des recherches sur
l’allure des fonctions analytiques au voisinage du contour d’un domaine
d’holomorphie.

Thorime A (Seidel). Soi f(z) une foncion analyique qui es
bornde dans un domaine D, limit par une courbe jordanienne F, simple
et fermde. Soit Zo un point de F. Alors, nous avons lim If(z)]=
lim lim if(z)I), z ddsignant les points arbirairas de E
ZP-,O Z-Z

ZPZo
D’autre part, M.A. Beur|ing a considr le mme thorme dans

]es conditions plus larges:
Th6orme B (Beur|ing). Soiet D un domane e zo u de ses

points frontiers, rgulier pour le problme de Dirichlet.e) Supposons
qu’une fonction uniforme f(z) soit holomorphe et bornde dans D. Alors
nous avons lim If(z)]=lim lim If(z)], z’ ddsignant les points frontiers.

M.S. Iri a remarqu enfin que, dans le cas o le point frontier
z0 est accessible et contenu dans un continu situ en dehors de D (ce
qui entraine la rgularit de z0 pour |e problme de Dirichlet), la d-
monstration peut tre beaucoup simplifi.7) Or, le but de cette Note
est de montrer que la condition de rgularit du point z pour le pro-
blame de Dirichlet dans le thorme B est superflue. Nous allons done
dmontrer ]e thorme suivant:

Thorme. So/en D u domane quekonque e z0 u de ces po/nts
frontizrs qu n’est pas iso[. Supposons qu’une foncion unforme f(z)

1) w. Seidel: On the cluster values of analytic functions; Transactions of the
American Mathematical Society, vol. 34 (1932), pp. 1-21. II s’agit du "Theorem 1"
de p. 3. de ce nmoire.

2) Cf. J.L. Doob: On a theorem of Gross and Iversen; Annals of Mathematics,
vol. 33 (1932), pp. 753-757; A. Beurling" ]tude sur un problme de Majoration, Thse
de Upsal (1933); K. Noshiro: On the theory of the cluster sets of analytic functions,
Journal of the Faculty of Science, Hokkaido Imperial University, Series I, vol. VI.
pp. 217-231.

3) Nous appelons ainsi tout ensemble ouvert et connexe.
4) lira lf(z) dsigne la plus grande limites de If(z) I, lorsque z tend, d’une

maniere quelconque mais en restant toujours dans D, vers le point
5) A. Beurling: loc. cir. p. 101.
6) Quant la dfinition, voir p. ex. A. Beurling: loc. cit. p. 66; M. Brelot: Le

problme de Dirichlet sous sa forme moderne, Mathematica, vol. VII (1933), p. 153.
7) S. IriS: Sur un thrme de M. Beurling, Proc. 13 (1937), 244-246. D’ailleurs,

c’est seulement ce cas considr par M.S. Iri que nous nous servirons, darts la suite,
du thorme B.
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soit holomorphe et bornde dans D. Alors nous avons toujours lim lf(z)
x-Xo

lira li If(z)!, z" d&ignant les points frontiers.
zZo

xXo

et-crivons dans le plan w deux cercles du mme centre w=O aux
rayo l et m+e resctivemen Dsions par .q(D) l’enmble de
tous les valeum a ur lesquelles il exs une suite de in z de

D, telle que z z0, a=lim f(z), et par .qr) le pruit H .., off

die ]a feeture de A et A est ]a mme de us les enmb]
P, A= , ]a sommation s’tendant tous]es ints de frone

de , qui tisfont 0 -0] 1/. Enfin, dsions par ,
]’enmb]e de tou ]es va]eurs pour ]esque]]es il existe une sui de

est un enmb]e ferm et rn. I1 est connu dans ]e cerc]e
et i] exis au moins un point sur ] circonfence ]=.

L’semble .(r) est galement ferm et . Celui-ci est contenu
dans le cercle ]w_m. Donc, le point p n’appartient pas oq(r). I1
exis aui un nombre r&l sitif r 0, tel que le cercle ]z-zo] r
ne contienne que d poin frontiers z’ de D dont l’enmble SP t
connu dans le cercle w] m+ e. P suite, us les int frontiem
z’ de D qui sont situ sur la circonference [Z-Zol=r, coesndent de

tits cercles ]z-]< c(z’) (c(z’) > 0), ls qu’on ait If(z) < m+2e

ur tout z de D qui appartient ces cercles. poin frongem de
D qui nt situ sur la circonference Z-Zo]=r, forment un enmble
A ferm et rn (qui peut tre vide). Donc, nous pouvons choisir,
d’apr un thorme de Borel-se, un nombre fini de c cercles,
de sorte que tout int de A soient connus dans l’infie de l’un
de c cercles choisis. Designons-les par C, C, ..., C. Alors, le do-
maine J qui est la partie du cercle ]z-zo] r, hors d cercles C, C, ...,
C, contient le int z, La partie F de la circonference ]Z-Zo] =r,
qui n’t situ dans les intrieures des C, C, ..., C, et qui est
connue dans D constitu d’un nombre fini d’arcs de la circon-
frence ]Z-Zo]=r (ou cet circonfrence tou entire). Elle contient
un nombre fini des in z, z, ..., z, off l’on a f’(z)=O (i=1, 2, ...,
2’). Comme des points de cet propt nt isols dans D, no
uvons cre de ti cercles dans D des centres z (i=l, 2, ..., 2’),
et en excluant ces tits cercles, nous aurons un domaine J*, mifi
de z, de sorte que nous uvons supser qu’on a f’(z) 0 ur tout
point z de F.

0r, no allons dmontrer d’abord que int p n’appartient pas

1) Pour ces notations, cf. K. Noshiro" loc. cit. p. 21%218.
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l’ensemble _(D) En effet, supposons par impossible que p appartient
t RoD). Les points z tels que f(z)= p, z e D, z-zo] r sont un nombre
infini dnombrable. Nous les ddsignons par a, a2, a3, ..., a, Ces
points n’ont qu’un point limite et ces point limite est justement z,
Donc, il n’existe qu’un nombre fini des points a qui sont situds sur F.
En crivant de petits cercles dans D aux centres de ces points, et en
les excluant, nous pouvons modifier le domaine *, de sorte que nous
pouvons supposer la partie F de la frontiere de J* qui fait partie de
D et qui est situe en dehors des cercles C, C, ..., C ne contienne que
des points z ou l’on a f(z) - p et f(z) = O.

Posons D* D.*. Comme z0 est un point intrieur de *, les points
a, a2, a, ..., un nombre fini pros, soit a+, a+2, a.3, ..., sont con-
tenu dans D*. Dsignons par d la demi-droite (p, oo} dans le plan w,
qui est une partie de la droite passant par les points w=O et p, et
dont pest l’extremit.

Or, sur chaque feuillet de la surface de Riemann qui correspond
au point av/(n=l, 2, 3, ...), raisons varier le variable w suivant la
direction d.D

Si l’on rencontre aux points de ramification, crivons de petits
cerc]es sur la surface et suivons leurs circonfrences dans une direction
dterminde jusqu’t ce que nous retrouvons la droite d. Et ensuite,
continuons ainsi a condition que le poin$ variable correspondan$ z ap-
partienne l’ensemble D*, nous obtiendrons un point final /+, tel
que I+IM. Au cours de ce prolongement, il existe au plus une
infinit dnombrable de points de ramification. Donc, nous pouvons
supposer la somme des diamtres de cercles que nous avons crits plus
haut est infrieure M[3.

Ce prolongement nous donne un chemin r sur le plan z, qui
satisfait aux proprits suivantes"

(1) dpart du point a+, et se termine un poin bv+ qui
es$ siu sur l’ensemble F. En effect, s’il existe d’abord des points sur

q) ce qui est impossible7" qui s’approchent vers z0, on aurait// e o
puisqu’on a fl+ > 1. S’il existe des points sur 7 qui s’approchent
vers un point frontier de D ou des circonfrences des C, C., ..., C on
aurait I+In+2- S’il existe des points sur )’ qui s’approchent
vers un point b intrieur de D*, on aurait f(b)=v+, et nous pouvons
prolonger au de|a de fi+. Donc, nous avons ncessairement un point
b+ de F qui .correspond +.

(2) r se compose d’un hombre fini d’arcs analytiques.
(3) Pour les indices diffdrents n = n’, r, et r, sont disjoints. Car,

sinon, nous aurons un premier point z de ), qui est situ( sur r, et
nous avons f’(z)=O. Ceci est contradictoire t notre supposition qu’au
cours de prolongement nous n’avons pas un point de ramification.

Or, il y a deux cas possibles. I cas: la borne infrieure de
I+-Pi est 0. Dans ce cas, nous avons une suite partielles de {.,

1) si l’on a if(air+n)--o, il existe plus qu’un feuillet, qui correspondent au point
aN+n du plan z. Dans ce cas nous en choisissons un et nous raisons varier w sur ce
feuillet choisi.
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soit /%, qui tend vers p. Comme l’ensemble b/% est ferm et
borne, nous avons ncessairement au moins un point limite des b+%.
Nous pouvons donc poser b=lim b+%,. Par suite, nous avonsf(b)=p,

b e F, ce qui est contaire notre hypothse (voir p. 29). II" cas: la
borne infrieure de I/-Pl est positive, soit ::> 0. Darts ce cas,
soit un entier positif plus grand que M/p. Alors la somme de tous
les diamtres des petits cercles que nous avons crits pour viter les
points de ramification au cours du prolongement r,(n +1, =+2,...)
est infrieure ] M/3" <: M/2, /2. Done, il existe un point de

r+l

la droite d tel que 0 <:l-pl<: P, et par suite il existe, sur chaque
r,(n :> )un point x tel que f(x)=. Or, aucun des points limites
des z n’est situ dans D (et par suite sur F puisque F est contenu
dans D). I1 n’est situ sur la frontire =k z0 de D ou sur les circonf4rences
C, C_, ..., C, puisqu’alors on aurait Iln+2e. Donc z tendent
ncessairement ver z Ceci est galement absurde, car dans ce cas
nous avons SeRD.qD et Ill. Nous avons vu donc que pZO ’JZO

n’appartient pas
Or, p appartient donc l’ensemble .qD_.qD__{D) C’et un’0 ’ZO *20

point, excepionne]. D’pr un flrm de M. Noshiro, ]e poin o
doi r un poin ceeib]e e doi re une ]eur ympoique.
1] exil done un therein dns bouisn er 0, e] qu’on

limf(z) p; z e r.
-0

Comme z0 est un point frontier non isol4. II existe une suite des
points frontiers p, la, ..., p, (p e J*) tendant vers z, Sur les circon-
ferences Z-Zol p-Zo I, il existe un arc (e, f) situ dans D saul le
point f, tel que e e r et que f soit un point frontier. Get arc (e,f)
se transforme par f(z) en une courbe continue (non n4cessairement
simple), qui part du point f(e.) pros de p, et qui passe par des points
du eercle zl <: m+2e.

crivons un cercle du centre p, au rayon , et dsignons par K la
circonfrence de ce cercle. Or, le plus grand ensemble limite,2 de w,
soit ,, est contenu dans S). Comme tousles w contiennent au moins
Un point sur K, et par suite .D contiennent au moins un point sur
K.

D’autre part, nous allons montrer que .D) ne contient aucun point
sur K. En effet, traqons d’abord deux tangentes T et T au cercle
w I<:m+2 qui passent par le point p. Considrons le demi-plan
limit par un de ces tangentes qui ne contient le cercle. Si un point

de S(oD) est contenu dans ce demi-plan, nous prenons un cercle S du
centre y, !1:> M, convenablement choisi, dont l’intArieur contient le
point , et dont l’extrieur contient le point p ainsi que le cercle
]wlm+2e. Transformons le plan w par la fonction linaire t=t(w)=

1) K. Noshiro, loc. tit. p. 218. Cf. aussi J.L. Doob, loc. cit. p. 756.
2) Le plus grand ensemble limite de wn est l’ensemble de tous les points w dont

tous les voisinages contiennent des points de wn pour une infinit des indices n.
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(q-)/(w-y), ou q est un point arbitraire de S. Considrons la fonc-
tion F(z)=t{f(z)}, et le domain D-r. Zo est un point frontier acces-
sible de D--. La frontire de D-r contient le chemin r, et la fonc-
tion uniforme et holomorphe F(z)est borne. Donc nous avons, d’apr
le theoreme B, lim]F(z) l= lim -lira F(z)1, of z’ dsigne un point frontier

-ZO PO -z
Z.Zo

de D-. Cette galit est une contradiction, car nous avons t()> 1,
iim F(z)! > et lira |ira IF(z) I 1.

Donc, les demi-plans (ouverts) Px et P2 limit,s par les tangentes
T et T2, qui ne contiennent pas le cercle wln+2e sont disjoints
de 8’2).

Dsignons par e et e les deux intersections de K et de deux
tangentes T et T2. Prenons un petit cercle ferm U contenu dans P
(ou dans P) de rayon <: e/32, dont le centre est un point situ sur K,
trs voisin de e (ou de e2), de sorte que la distance du point e (ou e)
soit infrieure ]16. Tout point w de U n’appartient pas SoD, non
plus pep) Donc, toute valeur w de U correspond un entier
positif n tel que f(z) n’est jamais gale w dans l’intrieur du cercle
z-zol 1In. Soit B l’ensemble de toutes les valeurs w de U telles
que f(z) ne soient jamais gales w dans le cercle z-z0] <:: 1/n. Nous
avons donc U=B. Par suite, il existe un indice no tel que Bo
n’est pas non dense. B (tant un ensemble fermi, il existe un cercle
w-l<: a contenu dans Bo. Soit V le cercle du centre y et de rayon
(7/8)’lp-y[. Je dis que aucun point intrieur de V n’appartient

.(D) trans-jamais -’zo’(D)o En effet, si un de tels points appartient
formons le plan w par t=t(w)=(q-y)/(w-y), of q est un point arbi-
traire de la circonfrence de V. Considrons la fonction F(z)=t{f(z)}
et le domain composant D** de D.[]z-zol<:l/no], qui contient le
chemin ’. I1 faut remarquer que le chemin 7" peut tre suppos contenu
entirement dans l’intrieur du cercle [I Z-Zo]<: l/n0]. Done, le thorme
B, appliqu la fonction F(z) et le domaine D**-7, nous donne une
contradiction. Donc, l’intrieur du cercle V est disjoint de .(D) I..e20

cercle ouvert V contient tous les points de K, dont les distances du
point e (ou e) sont infrieures 3e/4. Si les deux demi-plans P et P
et les cercles V ainsi construits ne suffisent pas pour couvrir la circon-
frence K toute entire, prenons deux points d’intersectin e ou e de K
et deux cercles Vet rptons encore une lois le raisonnement que nous
avons fait plus haut. Cela suffit, dans tous les cas, pour couvrir la
circonfrence K toute entire par des cercles qui sont disjoints de .(D)

(avec les demi-plans P et P2). Ainsi, nous sommes amends une
contradiction, c.q.f.d.

2. Quelques consequences immliates. Notre thorme s’exprime,
tout d’abord, comme il suit:

Soient D un domaine quelconque et z0 un de ses points frontiers
qui n’est pas isol. Soit encore f(z) une fonction uniforme et mro-
morphe dans D. Alors, pour toute valeur a situ hors de So), on a
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(D) /).1)(So a)= f’=o-r, Par suite, pour tout sous-ensemble non vide A
-’<) A)=-,,<r) A).)du complemeutaire de :0.q<D), OU a :0 /0

De cet nonc lsulte immdiatement l’inclusion B(S:o<D)) --,:o’<r),.)
M.K. Noshiro a pos un problme si l’on peut obtenir cette inclusion
en n’admettant aucune hypothe de rgularit de zo pour le problme
de Dirichlet. Nous avons done donn une rponse affirmative.

Par consequent, l’ensemb le G=So-sro est ouvert. Or, le com-
plmentaire de _{D)est de premiere catgorie dans G, et par suite,vg0

RD est partout dense dans G. Done, si f(z) ne prend aucune valeur0

d’une infinit de fc/is au voisinage de z0, on a toujours ,o’qD ,o’qCr-

1) p(E, a) dsigne la distance minimum (sur la sphere de Riemann) entre a et un
point variable de E.

2) p(E, A)dsigne la distance minimum (sur la sphere de Riemann) entre des
points e et a, e e E, eta e A, variables dans ces ensembles resp.

3) B(E) dsigne l’ensemble des points frontiers (donsidrs sur la sphere de Rie-
mann) de E.

4) K. Noshiro, loc. cit. p. 230, Remark 1.
5) Cf. K. Noshiro, loc. cit. p. 223. U. Minami, An extention of Phragmen-LindelSf’s

theorem, Proc. 13 (1937), 241-243; Sur un thorme de Phragmen-LindelSf. Tohoku
Math. Journ. vol. 43, (1937), pp. 85-93.


