No. 8.] 2563

64. Uber die Irreduzibilitat gewisser
ganzzahliger Polynome.

Von Tikao TATUZAWA.
Fourth Higher School, Kanazawa.
(Comm. by T. TAKAGI, M.LA., Oct. 12, 1939.)

In der vorliegenden Note werde ich als Verschirfung eines be-
kannten Satzes von Pélya® tiber die Irreduzibilitit ganzzahliger Poly-
nome u. a. beweisen den folgenden

Satz 1. Nimmt ein gamzzahliges Polynom P(x) vom Grade n an
7 voneinander verschiedenen ganzzahligen Stellen Werte an, die simitlich
von 0 verschieden und absolut genommen kleiner als v'2-"(n—1)! sind,
so ist P(x) irreduzibel (im rationalen Zahlkorper).

Zunichst seien k, t ganz, k=>t=>1, und ux,, ..., 2;+; seien von
einander verschiedene Zahlen. Man nehme aus diesen (k+1) Zahlen
ganz beliebig ein System von (¢+1) Zahlen «i, ..., 2;,; aus und bilde
die absoluten Betrige aller Differenzen |z;—x;| (¢37). Alsdann sei
¢(t) die untere Grenze von den Max |«;—«;| fir alle solchen (¥}
Systeme. Dann gilt

Satz 2. Ist f(x)=ag*+---+a; ein Polynom vom Grade k, so ist

Max |F@:) | = | ag] 27%p(k) p(k—1) --. (1).

Beweis. Ist k=1, so ist dies klar. Um also die vollstindige In-
duktion anzuwenden, nehmen wir an, dass dieser Satz bis fir k—1
richtig ist. Alsdann sei ferner ohne Beschriankung der Allgemeinheit

p(k)= M<ax |xj—le=|a71"90k+1| .
4LISk+l
Wenn man nun
f@)=ag(@—m,) (—22) --- (x—2) +9(x)

=ay (2 —29) (x—13) --+ (& —p41) +h(x)

schreibt, so ist der erste Koeffizient von g(x) bzw. h(x) gleich
bo=a1+ag(@r+ -+ +21) baw. co=a1+a(we+t - +ps1) -

Folglich ist | by—co|=|aq| ¢(k), also Max (| bol, | co]) = | a0l L(zlﬂ- Wagen

unserer Annahme ist also entweder

IYISI)CC | g(er:) |=1¥Ig,§ | )], oderz SliVIsalil | h(x;) | = . sl\ﬁlgfu | () |

grosser als | ao] % 27**1p(k—1) ... ¢(1), W.z. b. w.

1) Vgl etwa G. Polya und G. Szegs, Aufgaben und Lehrsitze aus der Analysis
2, Berlin (1925), S. 136. (Prob. 118).
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Satz 8. Sind =z, ..., x, (R >k) voneinander verschiedene ganze
rationale Zahlen, so gilt fir das Polynom f(x) im Satz 2

Max | f(e) | 2 | o] 27 (n—1) I+
Beweis. Fiir a > 1 sei [a] wie iiblich die grosste ganze Zahl < a,
und fir 0<«<1 sei [a] stets gleich 1. Ferner seien x,...,%, der
Grosse nach angeordnet. Man setz
w’l=xl’ a:é=m1+[1w7:_1_], xé=x1+[£’:l], ceey x;c+1=x1+[_k_';_~l_].
Dann ist fir diese o ¢(i)> [i"—k‘—l—] fir 1<i<k Also ist nach
Satz 2
/, — lm—l
= 3> > k| fm—1
M=Mox | )| 2 Max, | 1@ | = |ag | 27+ 221 ]

[(k—llin—l] [n;l ];

folglich ist fiir jedes ¢ zwischen 1 und »
&l kn—2 ) (k—1)n—1 n—1
> k
M| a2+ n=t [ e=lin=i ] [

Durch Multiplikation dieser » Ungleichungen ergibt sich unser Satz 3.
Bewets von Satz 1. Wire nun P(x) reduzibel, so wire der Grad
eines echten Faktors f(x) von P(x) (mit ganzzahligen Koeffizienten)

= —;"— Also wiirde nach Satz 3

n 1 -
Max | P(z)| 2 Max | f@@) | 22 ¥ (o= 1) 1T = /2 (u—1)!
sein, was ein Widerspruch ist.

Es ergibt sich auch sofort der folgende
Satz 4. Nimmt das Polynom P(z) im Satz 1 an k von einander

verschiedenen ganzzahligen Stellen, wobei k> 12"— ist, Werte an, die
1
simtlich von 0 verschieden und absolut genommen kleiner als % a-nre

mit z=[—’2*—] sind, so ist P(x) irreduzibel.
Beweis. Wiare P(x) reduzibel, so wire der Grad eines irreduziblen
Faktors f(x) von Px) < —:—; folglich nach Satz 3

Max | Pled | 2 Max | fwd | 2 27 (e—1)1¥ 2 L -1y

gegen unsere Annahme.



