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24. Uber die Geometrie des Systems der partiellen
Differentialgleichungen dritter Ordnung.

Von Shisanji HOKARI.
Geometrisches Seminar der Hokkaido Kaiserlichen Universitit, Sapporo.
(Comm. by M. FUJIWARA, M.LA., March 12, 1940.)

1. Die Geometrie der Bahnen (paths) ist zuerst von J. Douglas
im Falle des verallgemeinerten Systems der partiellen Differential-
gleichungen zweiter Ordnung
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Gyd,-=1,2, .com; a,B,...=1,2, ..., K; K<m)

erweitert worden”. Nach einigen Jahren hat E. Bortolotti auf ein
solches System (1) (H:z: von den Parametern «” abhingig) eine neue
Geometrie, die intrinsik genannt wird, unter der Gruppe aller Koor-
dinaten- und Parameter-transformationen aufgebaut®?. Die intrinsike
Theorie dieses Systems ist auch von D.D. Kosambi durch die ihm
eigentiimliche Variationsmethode gemacht worden®. Herren Prof. Dr. A.
Kawaguchi und H. Hombu haben im Jahre 1937 eine schone allgemeine
geometrische Theorie des Systems der partiellen Differentialgleichungen
m(= 2)-ter Ordnung gebracht ; aber diese Theorie ist meistens affin®.
Es stellt sich die ausserordentliche Schwierigkeit der Grundlegung der
intrinsiken geometrischen Theorie der partiellen Differentialgleichungen
m-ter Ordnung fiir m =3 und K = 2 heraus ; und die intrinsike Theorie
im Falle m=38 ist neulich nur fir die spezielle Form wvon Hig ent-
wickelt worden®.

In der vorliegenden Arbeit mochten wir uns mit der Grundlegung
der intrinsiken Theorie des Systems der partiellen Differentialgleichungen
dritter Ordnung beschiftigen. Den Fall anderer Werte von m(>3)
werden wir spiter behandeln®.
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2. Es seien 2%(1,7,k, --.=1,2, ...,n) die Koordinaten eines Punktes
in einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit X, und u#*(a, 83,7, -.-=1, 2,

..., K; K<m) voneinander unabhingige Parameter. Mittels dieser
Parameter wird jede K-dimensionale Fliche in X, durch die Gleichun-

gen o' =gx(ul, ...,l'l,k) gegeben. In jedem Punkte der K-dimensionalen
Flache bestimmt ein Wertesystem der Grossen
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ein Flichenelement zweiter Ordnung. Wenn wir jetzt in jedem Punkte
von X, ein beliebiges Wertesystem (2) adjungieren, so kommt bekannt-

lich die —;—n(n+ 5)-dimensionale Mannigfaltigkeit F'® zustande, die aus

allen K-dimensionalen Flichenelementen zweiter Ordnung besteht.
Wir ziehen nun ein System der partiellen Differentialgleichungen
dritter Ordnung
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3) m"f’ﬂ (U, &7, Dl D3)=0
in Betracht, wo H,, abkiirzend fiip H: .., eingefiihrt ist. Dabei setzen
wir voraus, dass die Funktionen H},, notwendig vielmal differenzierbar
und symmetrisch in bezug auf ay, a5, a3 sind. Wenn das System (3) eine
Losung o' =x(ul, %2 ..., uX), deren funktionale Matrix :—m:) den héch-
0
sten Rang K hat, gestattet, so ist ihr Ort eine K-dimensionale Fliche in
X,. Die sogenannte intrinsike Theorie im Sinne von E. Bortolotti
besagt, dass sie unter den Koordinaten- und den Parameter-transforma-
tionen :

4) o =2V (@, 2 ..., 2, u¥ =u(ul, 4 ..., uk)

invariant ist.
Unter den betreffenden Transformationen (4) haben wir die Trans-
formationsformeln von pi,,, pi,), Pic :

p:;,fl) = p;'(l)Xf?/ Uﬁi ’
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wobei abkiirzend gesetzt sind :
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folglich bestehen die Beziehungen
XiXi=0, X{Xi=dl; UsUb=8f, USUp=0p.

Zwischen HY, und H}, bestehen die Beziehungen gemiss (5)
(6) Hi, =H. X{UBURUS—3Daalin X5UBURUS— XY Ulyaya

— 8(ph e X¥ + 0808, XE) Ullys, Uity — 0% 03,05 X U3 U2 US

Die intrinsike Geometrie ist nichts anderes als die Invariantentheorie
des Funktionensystems H:,, dessen Transformationsformel bei den
simultanen Transformationen (4) mit (6) gegeben werden.

Wir benutzen die Verkiirzung

af"‘ af +pa af; +paﬁ ag —Hiﬂnﬁzfge(zn

firr die Funktion f(u", 27, pi,, Pi,) in F®. Dies ist nichts anderes als
die Ableitung von f lings der Integralfliche von (38). Wenn die nK
Grossen v in F'?, welche im allgemeinen von ', o, p%,,, v, abhingig
sind, sich bei den simultanen Transformationen (4) folgendermassen
transformieren: v¥'%=v2X¥U%, so nennen wir v einen gemischten
kontravarianten Affinor zweiter Stufe. Fiir diesen Affinor werden die
Ableitungen lings der Integralfiiche von (8) durch die Beziehungen

\)) 33’0“ = DB’U‘“ + I‘;B'lfm + G?—p?)ir

definieren, wo I'i; und G% auch von u', 2, pi,), pl, abhingen mégen
und mittels der gegebenen Grésse H,, sich bestimmen sollen.

3. Aus der Transformationsformel (6) von H:,, fithren wir durch
die wiederholten Differentiationen nach den hochsten Ableitungen pj,,

(8) HE, $w=Hi, PXiX,UsUsUSUSUE— 35 ULULEUS, U,
—3X5 X5 UsUsURUS Uk o820k,
(9) HY, e ged=Hi,, f fe X X5, X UsUs U2 UL USULRUT

ein, daraus geht hervor, dass H%,.(#®. 0@ die Bestimmungszahlen
eines intrinsiken gemischten Affinors ist. Multiplizieren wir die Grosse
i@ mit p¥, so lautet wegen (8) durch Uberschiebung in bezug auf

k _.7 ’ az—ﬁi; a§=ﬁé
Py H ;’lazda PO = Pl H} gp0,: 0 XY af U —(K+2) Uffaz' zép;:’,
—%<K+ INK+2)X{pipiUs UL ;
infolgedessen gehen diese Gleichungen iiber in

(10) K&y =KX U Ul — iy Ut UY
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setzend Kig= K:_:_zp[BHt AT LN

Andererseits entsteht fiir den gemischten intrinsiken Affinor
Y HY), e ) durch Uberschiebung in bezug auf ¢'=j', K'=V, aj=4;,

d=fh dy=&: AY=AJUTU}, wobei der Kiirze halber gesetzt sind:
(11) AE:p%Hi(s) ::'a(”);gasr) .

So sind A} die Bestimmungszahlen eines Affinors. Setzen wir nun vor-
aus, dass die Matrix (4}) den hochsten Rang K hat, so gibt es einen
Affinor a, der den Beziehungen

12) Alaf=058

geniigt. Multiplizieren wir dazu die Gleichungen (10) mit H; >, &7,

so kommt durch Uberschiebung in bezug auf ¢ unter Beriicksichtigung
von (11)

Hiy ooy SOK Y o = HE 0 @D KL UT U U — Al Uy UE .
Daher haben wir wegen (12)
Ly p=LiUrU% U4 -5 U, UY
wobei gesetzt sind:
Lig=ajH, .5 0K’ .
Daraus folgt durch Uberschiebung in bezug auf y'=p’
(13) Ly=LU%—-UspUY,
wobei L,= K?—l

wichtige Rolle in unserer Theorie.
4. Wenn wir (8) nach aiff], a8 iiberschieben, so lautet

(14) Hijgo 5= Hisoai S XY XU~ (K+ 1K+ XX} Uz
—(K+2)55Us, U .

Mit Hilfe von (13) und (14) kénnen wir den folgenden Satz aussprechen :
Satz 1. Die n*K Grossen

) 2 ) .
15 ri=——2____{H:,,..."*—(K+2)§L,
(15) 3 (K+1)(K+2){ . )03}
transformieren sich bei den simultanen Transformationen (4) wie folgt :
(16) ,/a/ = {[';aXVXgl X:;X;/p%} UZI .

Um die Grosse Gig aus H:,, und ihren Ableitungen nach p},, zu
bestimmen, betrachten wir im Folgenden die Grosse Hig, . #P. Wir
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haben sogleich die Transformationsformel dieser Grosse aus (8)

(17) Hg”B’Bi ; gﬁ(r’) = Hiﬂﬂl ;gﬁlr) U:/ Ug/ U? - MZ; U’é/a/ Uz, - 'n(?ﬁ: Uz/pf U,‘:’
—n U:/g/ UZ’ - %(K"l‘ 2)XZ ::/pf;(ﬁ" 2+3£35) U:/ Ug/ U;c/ .

Mit Hilfe von (13), (16) und (17) konnen wir den folgenden Satz be-
weisen :
Satz 2. Die —;—Kz(K+ 1) Grossen

(18) GZB=%{(K+2)['§@3§)—2Hiﬁd;(im}"23&[43)

transformieren sich bei den simultanen Transformationen (4) wie folgt :
(19) G;:ﬁ/ = {GIBUz/ UB/+ UZ’B’} U;:/ )

und sind symmetrisch in bezug auf a und f.

Es ist zu beachten, dass die aus Hj,, abgeleiteten Grossen 1'%, GIg
jede nur die ein- und zweimaligen Ableitungen von H:, nach den
hochsten Ableitungen p%,, enthalten; daher wird die Ubertragung
lings der Integralfiiche von (3) fiir beliebigen Affinor v durch (7)
vollstindig bestimmt. Fir anderen Affinor hoherer Stufe wird die
kovariante Ableitung lings der Integralfliche von (3) wie iiblich de-
finiert. Die oben erkliarten Tatsachen ergeben zur Folge den folgenden
Satz.

Satz 3. Es sei ein System der partiellen Differentialgleichungen
dritter Ordnung (3) gegeben. Dann bestimmt sich in F'® eine intrin-
sike Ubertragung (7) lings der Integralfiiche von (3), wenn die Matrix
(A%) den Rang K hat.

Wir koénnen auch die intrinstke Grundiibertragung geben, und
daraus die ntrinsiken kovarianten Ableitungen erhalten. Wir werden
diese Theorie an anderer Stelle noch ausfiihrlicher behandeln.



