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41. ur quelques proprits conformes de V dans
V,,, dan, V.

Par Kentaro YANO.
Institut de Mathmatiques, Universit Impriale de Tokyo.

(Comm. by S. KAKEYA, M.I.A., May 13, 1940.)

1. Soit V un espace de Riemann dont la forme quadratique
fondamentale est

(1.1) ds2=g,du’du (,/, , ...--1, 2, 3, ..., n),
et les symboles de Christoffel sont

1(1.2) {}= gO,(go,,.,/go,,.,_g,.,,),

off la virgule dsigne la drive partielle par rapport aux coordonnes.
Un sous-espace V dans V peut tre d4ini par les quations para-

mtriques

(1.3) u=u(ui, e-, 3, ..., un) (m < n)

Alors, le tenseur fondamental g et les symboles de Christoffel
{]} de V sont respectivement dorm,s par

(1.4) g,=B/’B’"g,,
(1.5) (}=B.(B/’B’’{,,}/B.) (i,, k, ...=i, ., , ..., )

o5 nous avons pos.
(1.6) B- u et B.=--B".

Cela tant, considrons un sous-espace V dans V qui est lui-mme
plong dans V.

Soit

(1.7) u’= u’(u, di, u, ..., d) (1 < m)

une representation paramtrique de Vz. Le tenseur fondamental g et
les symboles de Christoffel (} de VE sont repectivement

(1.8) ga B’Bg,
(L9) (a} ,(B’B’]’(} +B" i, 2, a,.,b.), (a,b,c... )

off on a pos
(1.10) B;_ 0u’ et Bf.=ggB

En regardant le sous-espace V comme tant plong dans V., on
obtient les quations paramtriques de la forme

(.1) u=u(ui, u-, .., u).
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Donc, en posant

(1.12) B2= u
on obtient de (1.6) et de (1.10)

(1.13) B2=B;aB’
Cela tant, il est facile de vrifier les relations entre les quantits

de V et celles de V,
(1.14)

(1.15)

o
(.6)

2.

B?. g’bg,Bf

Le tenseur d’Euler-Schouten H, de V par rapport V
6tant d6fini par

(2.1) Hji/=B’..+B’B"’’ -B}(}
on ut dfinir encore deux sors de nurs d’Euler-Schouten H2 de
V par raprt V et H de V par raprt V par

(2.2) H.._ "i
a tbcl

(2.3) H2=B+ b

tivement. n H-, par exemple, ut tm consid
comme nt la driv covariante du nur B qui t un vur
contrevariant de V par prt l’indi 2 et un vur covaant
de V par raprt l’indice j.

Pour trouver la relation entre H,H et H2, on n’a qu’ driver
(1.13) covarianment dans V,

(2.4) H2 HBiB; +BH .
H2 tant vecteurs contrevian orthogonaux V par p-

port 2, les "v’J’-b nt orthogonax V et les B;H nt
ngents V.

On it d’autre part que les nurs2)

(2.6)

(2.7)

1) H.A. Hayden Subspaces of a space with torsion, Pings of London Math.
Soc. 34 (1932), pp. 27-50. Voir, en particulier, p. 44.

2) K. Yano, Sur les quations de Gauss darts la gomtrie conforme des espaces
de Riemann, Proc. 15 (1939), 247-252 et Sur les quations de Codazzi dans la gomtrie
conforme des espaces de Riemann, Proc. 15 (1939), 340-344.
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sont invariants tous les trois par rapport t la transformation conforme

(2.8)

du tenseur fondamental de l’espace ambiant V.. Nous allons chercher
les relations qu’il exsiste entre les tenseurs M,, M et MJ.

On obtient de (2.5), (2.6) et (2.7),

H, M.,+ 1

1 aadH .H’ M’ +-g’- dgbe,

Oll

MJ M’’B&B; +B}’M’j

+(gH’. +--l gHB’ fl gdH)gb
En contractant gb et en remarquant que

,,,by ]/1"’gbM’a u t’. bc 0
on trouve

(2.10)

uation (2.9) et (2.10) done nous donnent les quations cherches,

(2.11)

Les 6quations Mj,a=0 par example reprentant la propri6t6 que
le sous-espace V est tolalement omliqu6 dans V, l uations (2.11)
nous donnent
Thme I. Si un s-e V t tomt omiq dans

V qui t lui-t ombgi V, as V asi
t V. (2 1 < m< n)

En effet, V 6nt tolement ombiliqu6 dans V, nora avons M’gj O.
ft que V t ai tolement ombiliqu6 dans V nous donne

M =0.
voit done flement que

M=0
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ce qui nous montre que le sous-espace V est totalement ombiliqu
dans V.

Thorme II. Si un sous-eace V dans V, dans V es totale-
men$ ombiliqud dans V, le V est. totalemen$ ombiliqu$ aussi dans V.
(2/<:m<n)

En effet, V tant totalement ombiliqu dans V, on a

M. --0,

d’o5 on obtient, grace aux relations (2.11),

1 M’" B’B’-"M’B’B2+B Mj-- $t 1b-- O

Mais on sait d’autre part que "’’ 1 M’" B’,B"’-

des vecteurs contrevariants normaux V et que BM sont des
vecteurs contrevariants tangents V. On a donc

B M’ 0,
d’o

Mb --0,

ce qui nous montre que le sous-espace Vt est totalement ombiliqu6
dans V.

3. Nous allons, dans ce Paragraphe, consid6rer deux sous-espaces
V_ et *V_ (n-1)-dimensions dans V. L’intersection de deux sous-
espaces V_ et *V_ est un sous-espaces V_ (n-2)-dimensions dans
V. Pour V_ et *V_ nous avons

et

(3.2) * ""= (i,j,k,...=i "-i)M .H 1 *ga.H;i.g,, ..., n
--1

respectivement. Dans la suite, nous metterons un astrisque pour les
quantits de * V_. Comme nous avons

(3.3) M’J HJ 1 gadggbc
--2

pour le sous-espace V._s, on obtient, de (2.11),

(3.4) MJ=M;.’aB;B’ +B’aM’- 1 M’" aB’!B"’a-k a d Y Ybc
--2

(3.5) MJ=*M’ *B;*B;+ *Bi *M; 1 .M;....B2.Bigg,
--2

Cela tant, on peut ddmontrer le Thorbme suivant"
Thorbme III.) L’intersection V_. de deux sous-espaces V,-I et

1) Ce thorme a t communiqu l’auteur par M. S. Sasaki.
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* V_ otalemen ombiliqus tousles deu dan V es aussi totlemen
ombiliqu dans V,.

En effet, V,_ et *V,_ tant totalement ombiliqus tous les deux,
on a

(3.6) M-=0,
(3.7) *M;- =0,

donc les quations (3.4.) et (3.5) nous donnent

(3.8) M B;aM’b *B" *Mbe

Or, les vecteus BM sont tangents V_ et les vecteurs *B’ *Mj
*V_, donc s’ils sont aux, on en conclut qu’ils doivent tre tangents
l’intersection de V_ et de *V_ soit V-2.

Mais, ils sont, d’autre part, -aux au vecteurs M’J qui sont ortho-
gonaux V_. Donc, on doit avoir

MJ BaMi: *B *Mj O

par consequent, le sous-espace V_ est aussi totalement ombiliqu6
dans V.


