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120. Uber die homomorphe Darstellung der Verbinde
und der multiplikativen Systeme.

Von Yukiyosi KAWADA.
Mathematisches Institut der Kaiserlichen Universitit, Tokyo.
(Comm. by T. TAKAGI, M.LA., Dec. 12, 1940.)

Bekanntlich? kann jeder distributive Verband als Mengenverband
verbandisomorph dargestellt werden. Da umgekehrt jeder Mengenver-
band distributiv ist, kann ein nicht distributiver Verband niemals als
Mengenverband treu dargestellt werden. Nach MacNeille® verstehen
wir unter einem multiplikativen System MM (kurz M. S.) eine teilweise
geordnete Menge, in welcher zu je zwei Elementen a,b aus I der
Durchschnitt @ N b eindeutig bestimmt ist, wobei die Existenz der Ver-
einigung von a und b nicht vorausgesetzt wird. In der vorliegenden
Note soll die Darstellung des M. S. It als multiplikatives Mengensystem
und im allgemeinen die Einbettung in einem distributiven Verband be-
handelt werden. Zuerst wird einige Eigenschaften der Homomorphismen
der Verbinde (§1) und der M.S. (§2) gegeben werden. Das Problem,
I in einem distributiven Verband mit moglichst einfacher Struktur
einzubetten, was schon von MacNeille behandelt wurde,® wird zunéichst
mit Hilfe der Idealtheorie in der Halbgruppen von A.H. Clifford® ab-
strakt gelost (§3), und dann im Zusammenhang mit den Homomorphis-
men und Darstellungen von M untersucht (§4, $5).

1. Es sei B ein distributiver Verband mit Einselement e. Unter
einem v-Homomorphismus f von B zu einem Verband L’ verstehen wir
eine eindeutige Zuordnung a—f(a) von B auf B, so dass dabei
Ffl@aubd)=f(a) U f®), flanb)=f(a) Nf(b) gelten. Zwei v-Homorphis-
men f; und f; von B zu B; bzw. B, heissen dquivalent, falls fi(a)=
J1(0) <> fo(a) =f(b) ist, was wir mit f; ~f> bezeichnen. Die Gesamtheit
aller zu einem gegebenen f dquivalenten v-Homomorphismen bezeichnen
wir mit f.

Nun fithren wir bzg. der Gesamtheit &(B) aller dquivalenten Homo-
morphismenklassen f die Anordnung folgendermassen ein: f, >f; gilt
dann und nur dann, wehn aus fi(a) > fi(b) fi(a) > fx(b) folgt. Dann
bildet F(B) ersichtlich eine teilweise geordnete Menge, und der identische
v-Homomorphismus von B auf sich selbst ist das Einselement von
F(B).

Eine wichtige Klasse der v-Homomorphismen bilden die Projektionen
{f.} (@aeWB): Die Projektion f, wird dabei definiert als die Zuordnung
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b—ofu)=anb (beB). Aus der Definition folgt, dass a b<>f, I f;

und a > b f,>f.

Unter einem irreduziblen v-Homomorphismus f, verstehen wir
einen Homomorphismus auf dem Verband, der bloss aus zwei Elementen
e,n (¢e>n) besteht. Also denken wir uns ihn als ein Funktional,
dessen Wert 1 oder 0 ist, mit folgender Bedingung: filab)=
Min (fi(a), £(®)) =fi(@)-f,(0) und fila L b)=Max (fi(a), b)) =fil@)+
Jo(0) — fo(@) f(0).® Die Gesamtheit aller Elemente a mit f,(a)=0 bildet
ein Primideal p, und umgekehrt entspricht jedem Primideal p ein irre-
duzibler v-Homomorphismus fy(a), der so definiert wird: fy(a)=0 fir
aep und fy(a)=1 fir aep.

£ sei nun die Menge aller irreduziblen v-Homomorphismen und
wir ordnen einem Element ae®B die Teilmenge A von £, die die Ge-
samtheit aller irreduziblen v-Homomorphismen f, mit fy(a)=1 ist. Be-
kanntlich® ist diese Zuordnung a — Fg(a)=A eine v-isomorphe Darstel-
lung von B als Mengenverband auf £.

Wir konnen genau so wie bei Projektion f, einen v-Homomorphismus
fr fir jede Teilmenge E von £ durch die Zuordnung a — E N A=f(a)

(A=Fg(a)) definieren. Umgekehrt gilt nun

Satz 1. Jeder v-Homomorphismus f von B ist mit einem fg
(E < 9) dquivalet.®

Als eine solche E” mit f~ fz konnen wir die Gesamtheit aller f,
mit f>f, wihlen. Zwar aus E>E auf 2 folgt fe>fz in (D),
aber es kann fz ~ fr fir zwei verschiedene Teilmengen E, E' von 2
sein. Die oben bestimmte Teilmenge E" hat aber folgende Eigen-
schaften :

) f~So,

(2) wenn f~fg ist, dann ist E"> K ;
und umgekehrt ist E7 aus (1), (2) eindeutig bestimmt. Daher gilt
Ei>Ejfi>f, falls f1~fE,{, ﬁ~fE§ sind. Insbesondere ist A=

Fg(a) der Repriasentant fiir die Projektion f, (@€ ), denn aus f,=fz
folgt E=f(Q)=fs{a)=E N A, oder ADE.

Satz 2. Die teilweise geordmente Menge &(%B) bildet einen Verband,
und die Projektionen f, (a€B) bilden einen Teilverband von F(B), der
mit B verband-isomorph ist.

Es seien f1~fE,1,, i ~fE,2,, dann werden fi=fiUfe bzw. fi=finf
durch ﬁFfE{u 5 bzw. ﬁ=ngn P bestimmt. Fir f; ~fE3r, I ~sz gilt
E;=E; N E;, aber E;=E7 U Ej ist im allgemeinen falsch. f; ist durch

folgenden Relationen charakterisiert :
(8) fia) > fi(b) «>fi(a) > £i(b) und fia) > fb).

4) S. Kakutani, Weak topology, bicompact set and the principle of duality, Proc.
16 (1940), 63-617.

5) Vgl z.B. G. Kéthe, loc. cit. 1).

6) Vgl. G. Birkhoff, Rings of sets, Duke math. Jour., 3 (1937), 443454, Theorem 3.
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2. Genauso wie beim Verband definieren wir einen m-Homomor-
phismus f von einem M.S. I als eine eindeutige Zuordnung a— f(a)
von M auf ein M. S. W mit fa N d)=f(a) N f(b); und f, heisst irre-
duzibel, wenn IR’ bloss aus zwei Elementen 1 und 0 besteht: nidmlich
fol@)=1 oder 0 mit fy(a N b)=Ffy(a) - fo(D).

Eine Teilmenge a von M heisst ein Ideal, falls aus aea a Nbea
fiir jedes be®B folgt. p heisst alsdann prim, falls aus a N"bep a oder
b in p enthalten ist. Dann sieht man sofort ein, dass die Gesamtheit
aller Elemente mit f,(a)=0 fiir einen irreduziblen Homomorphismus
J» einen Primideal bildet, und umgekehrt.

Satz 3. Die Gesamtheit aller Ideale von M bildet einer distribu-
tiven Verband. Darunter bildet die Gesamtheit aller Hauptideale (a)
(aeB) ein M. S., das mit MM m-isomorph ist.

Satz 4. 2 sei die Menge aller irreduziblen m-Homomorphismen
{fo} von M, und wir ordnen einem Element ae M die Menge A < 2
von f, mit fy(@)=1. Dann ist diese Zuordnung a — Fy(a)=A eine m-
isomorphe Darstellung von M als multiplikatives Mengensystem auf 2.

Satz 4 wird analogerweise wie beim Verband unter Benutzung vom
Satz 3 bewiesen.”

Wir definieren f,(aeM), fe(E < £) wie in §1, dann erhalten wir
ganz analog wie bei Satz 1 und 2 folgende Sitze :

Satz 1. Jeder m-Homomorphismus f von I ist mit eimem fg
(E < Q) dquivalent.

Satz 2. Die Gesamtheit F(IM) aller dquivalenten m-Homomorphis-
menklassen von IR bildet einen Verband, und die Gesamtheit aller Pro-
jektionen f, (ae M) bildet ein multiplikatives Teilsystem F(MM), das
mit MM m-~isomorph 1st.

3. Nach den Sitzen 3, 4 kann ein M. S. I m-isomorph in einem
distributiven Verband eingebettet werden. Nun untersuchen wir die
kanonische Erweiterung von QN zu einem distributiven Verband %,
derart, dass wir, wenn I in einem distributiven Verband 8 m-isomorph
eingebettet wird, den von IR erzeugten Teilverband von B auf B, v-
homomorph abbilden kénnen.®

Lemma 1. Aus einem M. S. M konnen wir eine idempotente Halb-
gruppe & (nimlich eine Halbgruppe, deren Elemente simtlich idem-
potent sind) konsiruieren, indem a-b durch a N\ b definiert, und um-
gekehrt.

Dann ist a > b mit a|b (ndmlich b=ac) dquivalent. Nach A.H.
Clifford wird das v-Ideal a=(A), das durch eine Teilmenge A von &
erzeugt wird, folgendermassen definieren: asb, dann und nur dann,
wenn s|bt fiir jedes solche Paar s, t gilt, welches s|at fiir jedes Ele-
ment a € A geniigt. Wir bezeichnen mit AB die Gesamtheit aller Ele-
mente ab mit ae A, be B. Dann gilt:

(4) ab selbst ist ein v-Ideal, falls a, b v-Ideal von @ sind. Es
gilt ab=a N b, und insbesondere a®?=aqa.

7 Vgl G. Kéthe, loc. cit. 1), S. 14.
8) Unsere Definition der kanonische Erweiterung ist etwas verschieden von der
nach MacNeille, loc. cit. 2).
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(5) (@) ist die Gesamtheit aller Elemente o’ mit a|a’. Es gilt
(a)(b) = (ab).

(6) Es gilt a- (b, c)=(ab, ac) und a-(b-c)=(a-b)-c.?

Also bildet die Gesamtheit aller v-Ideale von & bzw. die Gesamt-
heit aller v-Ideale mit endlich vielen Erzeugenden von & eine idem-
potente Halbgruppe &, bzw. &,, und nach Lemma 1 konstruieren wir
die entsprechenden M. S. B, bzw. B,. Dann sieht man leicht ein, dass
die Vereinigung a und b in B, bzw. B, gleich (q, b) ist, und nach (6)
B, und B, distributive Verbinde sind. Ahnlicherweise ist B, voll-
standig distributiv, nidmlich es gilt fir jedes System von Elementen
{a,} von B, (Va,) "b=V(a, Nb), wobei V die Vereinigung bedeutet.

Aus (5) folgt also

Satz 5. Bei der Zuordnung a—(a) von M in B, bzw. B, ist M
m-~isomorph im distributiven Verband B, bzw. B, eingebettet.

In einem M. S. heisst awub distributiv, wenn fiir jedes ¢
(aub)ne={anc)u (dne) gilt.

Lemma 2. Zwei Elemente a, b aus I haben dann und nur dann
die distributive Vereinigung, wenn das v-Ideal (a, b) ein v-Hauptideal
,’:st.lo)

Denn es sei niamlich (a,b)=(c). Ist d|a und d|b, dann ist (c)=
(@, b) <(d). Also gilt d|c, und daher muss c=a U b. Fir jedes deIN

gilt nach (6) (d-(ab))=(d)(awb)=(d)(a, b)=(da, db), also gilt

dneud=(dna)u(dnd). Die Notwendigkeit der Bedingung lasst
sich dhnlicherweise beweisen. Also gilt auch

Lemma 3. Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafir,
dass ein M. S. ein distributiver Verband sei, ist, dass jedes v-Ideal mait
endlichvielen Erzeugenden ein v-Hauptideal ist.

Es sei nun B ein distributiver Verband, der ein mit 9 m-iso-
morphes M.S. I enthdlt und durch M erzeugt wird. Also wird
jedes Element von B als aju --- U ar.(a;e W) dargestellt. Nun ordnen
wir jedem Element aju ---wa, von ‘B das v-Ideal (ay, ..., a,) von M
zu, wobei a<>a’ einen m-Isomorphismus zwischen I und I’ bedeutet.
Da B distributiv ist, folgt aus Lemma 3, dass sich (af, ---, a;) > (b5, ..., b;)
in B aus aj U - Ua. Db U b, ergibt. Also ist &/ |bit’ (¢=1,2,...,9)
fur jedes Paar ¢, ¢ mit ¢'|ajt’ (7=1,2,...,7), wobei &, t Elemente aus
I sind. Nach dem m-Isomorphismus @ <> a’ zwischen It und WM’ er-
halten wir dieselbe Relation auf I, was zeigt (ay, -.., @) > (by, ---, bs)
in M. Insbesondere ergibt sich (ay, ---, a,)=(by, ---, by) aus aj U -+ U a.=
biw - Ub. Daher ist die Zuordnung aju ---wa.—(ay ---, @) von
B auf B, eindeutig und v-homomorph. Also haben wir

Satz 6. Der distributive Verband B, ist die kanonische Erweite-
rung von M.

9) Vgl. A. H. Clifford, loc. cit. 4).

10) Daraus folgt, dass unsere Definition von (A) mit der Definition der Ideale
von MacNeille (loc. cit. 2), S. 449) dquivalent ist. Denn es sei be(A) in unserem
Sinne. Dann ist (b)=(b) (A)=(bA), also gilt b=V,bas(az€ A) mit distributiver Ver-
einigung V,, die Umkehrung folgt leicht aus der Definition des v-Ideals.
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Ist insbesondere I in einem vollstindig distributiven Verband B
eingebettet, dann konnen wir einen Teilverband B, (bzw. %B;) von B so
wahlen, dass B, (bzw. LB, mit B, (bzw. B,) v-isomorph ist. Dazu
geniigt nur die Gesamtheit aller derjenigen Elemente a zu wahlen, die
in der Form (a)=(a) in B mit einem v-Ideal a (bzw. v-Ideal a mit
endlich vielen Erzeugenden) von It dargestellt werden.

4. Nun fassen wir die kanonische Erweiterung 8B, von I als m-
Homomorphismenverband auf. Es sei 8 der Teilverband von F(IMN)
(im Satz 2), der von den Projektionen {f,} (aeIM) erzeugt wird. Es

sei A=Fg(a) in 2, dann gilt fAlU...UAr=fa1u uf,,r. Far s, t aus
Mm gilt

fAIU--‘UAr (9) >‘fAlu“'uAr(t) *‘)j;i(S) >fa,i(t) (i=11 2; ceey T) ’

wie schon gezeigt wurde. Wenn wir die zugehorige idempotente Halb-
gruppe von I konstruieren, dann ist

[ &) D fa) >a;nsDa; Nt as|at<>s|at.

Also ist die Relation fAlU...U 4,> fBlU...U B, mit der folgenden Aussage

dquivalent: fiir jedes s,¢ aus M mit s|ait (:=1,2,...,7) gilt auch
s|bit (¢=1,2,...,s), namlich (ay, ---, a,) > (by, .-, b;) auf M. Daher ist
die Zuordnung fa ... Are(al, we, @) von B auf B, (M) v-isomorph.
Damit haben wir

Satz 7. Die kanonische Erweiterung B, von I ist mit dem von
den Projektionen {f,} erzeugten Teilverband B von F(M) v-isomorph.

5. Zum Schluss denken wir uns die Relation zwischen der Dar-
stellung a > A=Fg(a) im Satz 4 und der kanonische Erweiterung 0.
von einem M. S. .

Ein irreduzibler m-Homomorphismus £, vom It heisst normal, wenn
aus fy(@)=0 (¢=1,2,...,7) f,(b)=0 fiir jedes Element. be(ay,--.,a,)
folgt. Wir bezeichnen mit N die Teilmenge aller normalen irreduziblen
m-Homomorphismen von IR.

Es sei f) ein irreduzibler v-Homomorphismus von der normalen

Erweiterung B,. Wenn wir f, durch fi(a) =f,,°((a,)) (a € M) definieren,

dann ist f, ersichtlich ein normaler irreduzibler m-Homomorphismus.
Umgekehrt konnen wir bzg. eines normalen irreduziblen m-Homomor-
phismus f, von I den irreduziblen »-Homomorphismus fy von B, durch

j},’((al, vory a,))=Max (fp(a), ...,f,,(a,)) definieren. Diese Zuordnung

Nsf,<> fle 2(B,) ist eineindeutig, wie leicht zu sehen ist. Da 2B, auf
2(%B,) als Mengenverband treu dargestellt wird, haben wir

Satz 8. Die Zuordnung a— Fn(a)=NO Fg(a) st die m-iso-
morphe Darstellung von IN. B, ist auch auf N durch die Zuordung-
(@)Y - vla)=(ay -, ay) = Fnla)) 9 - O Fn(a,)  v-isomorph dar-
gestellt.

Ganz analogerweise koénnen wir die folgende Tatsache beweisen :
Es sei B’ ein distributiver Verband, der I enthélt und durch I er-
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zeugt wird,. 2'(8’) sei die Gesamtheit aller irreduziblen v-Homomor-
phismen f; von %', und N’ < 2 die Menge derjenigen f;, die in I
einen normalen irreduziblen m-Homomorphismus induzieren. Umge-
kehrt kann jedes normale f, von M zu einem f; von B’ ertweitert
werden. Die treue v-Darstellung von 8’ auf 2'(B’) sei o' — Fo(a') < &
(@' €¥’). Dann ist die Zuordnung B’'sa’ — N N Fgla’) eine v-homo-
morphe Zuordnung von B’ auf 2B, die abstrakt schon im Satz 6
bestimmt wurde.



