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3. Sur les domaines pseudoconvexes.

Par Kiyosi OKA.
(Comm. by M. FUJIWARA, II.I.A, an. 13, 1941.}

Au commencement du progrs rcent de la thorie des fonctions
analytiques de plusieurs variables, F. Hartogs a dcouvert que tout do-
maine d’holomorphid est un domaine pseudoconvexe. Ces 2 notions
sont devenues extrmement importantes d’aprs le dveloppement de la
thorie le problme rciproque reste cependant peu pros libre mme
aujourd’hui. Nous traiterons ce problme dans la prsente Note; off
nous placerons pour la simplicit l’espace de 2 variables complexes,
mais la conclusion s’appliquera, je crois, un nombre quelconque de
variables.

1. Dans l’espace des 2 variables complexes x, y, considrons un
domaine univalent et fini D. Nous l’appellerons pseudoconvexe, si l’en-
semble complmentaire E de D satisfait au thorme de la continuit
au voisinage d’un point fini quelconque P, et encore si ceci admet toute
transformation pseudoconforme biunivoque au voisinage de P; dont la
premiere condition veut dire que" lorsque l’on trace une hypersphre
suffisamment petite autour de P, et prend arbitrairement dans la
hypersphre un point (a, b) et une circonfrence de la forme, =a,
y-b i=r, si (a, b) appartient E, sans l’tre pour aucun point de la

circonfrence, on peut trouver un nombre positif d de faon que, tout

’ dans I-ai <1 d, corresponde dans IY-b I<: r au moins un y’ tel
que (z’, y’) appartienne E. Alors:

Thorme. Dans l’espace de variables complexes, tout domaine
pseudoconvexe univalent et fini est un domaine d’holomorphie.

La dmonstration sera donne dans un Mmoire ultrieur. Dans
ce qui suit, nous en exposerons tout rapidement la partie essentielle.

2. Nous allons construire un domaine pseudoconvexe z satisfaisant
aux conditions un peu compliques, partir de 2 domaines d’holomor-
phie empitant l’un sur l’autre. Considrons dans l’espace (x, y) un
domaine univalent et born$ D et 3 hyperplans de la forme z=a, =a,
z=a, que nous dsignerons par L, L,L, respectivement, o x re-
prsente la partie relle de x et a <: a <: a. Supposons D travers par
chacun des hyperplans, et dsignons les parties de D au c6t gauche
de L, au c6t droit de L et entre L et L,. par D, D et D, respec-
tivement. Supposons d’abord que route composante continue des ensem-
bles D, D soit un domaine d’holomorphie. Ensuite, pour les fonctions
holomorphes X(z, y) (3"= 1, 2, ..., ) dans Ds"

1. Supposons que l’ensemble des points de D saisfaisan
X(z, Y) I 1 (= 1, 2, ..., ) n’ait pas de poin$ au. voisinage de l’inter.

section de la frontre de D avec L.

1) Un domaine est appel domaine d’holomorphie, s’il l’est pour une au moins des
fonctions.
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2. Spposons que, pour un hombre positif susamment petit et
pour tout j de 1,2, ..., ,, l’ensemble des points de Ds satisfaisant
X(x, Y) I 1- n’ait pas de point au voisinage de L, ni de L.

3. Les points de D qui n’appartiennent pas i D, ou bien satis-
font t X(x, Y) I< 1 (j= 1, 2, ..., ,) constituent un ensemble ouvert,
d’apris l’hypothse prcdente. Supposons que cet ensemble admette
une composante continue 3 s’dtendant du cdtd gauche de L,. au ctd droit
de L.)

4. Supposons que l’on ait identiquement

(Xj- X])R (x xo)P+ (y yo)Q

quand (x, y)e D, (xo, yo)e Ds, o X exprime X.(Xo, Yo), P, Q et R sont
des fonctions holomorphes des variables , y, o, Yo et spdcialement, R se
’dduit 1 pour x xo, y yo.)

5. Supposons pour route X que le nombre des points satisfaisant

=o, a
3y

soit fini au plus l’intdrieur de D.
6. Nous dsignerons la varit analytique x=a, X(x, y) 1

dfinie dans D par ,. D’aprs l’hypothse prcdente, toute , est
t 2 dimensions au plus. Supposons que routes les intersections des
varitds _. et (j -k) soient 1 dimension au plus.

Le domaine ainsi construit est pseudoconvexe. Nous dsignerons
les parties de au cSt gauche de L, au cbt droit de Let entre L
et L par 3, 3, et zs, respectivement. Toute composante continue des
ensembles , , a est un domaine d’holomorphie.

3. Soit S l’ensemble de points consistant de la partie de L dans
et des points d’accumulation S est contenu dans D, d’aprs l’hypo-

thse 1. Soit a la frontire de S (considr comme ensemble sur L);
a se situe sur la somme de _, (3"= 1, 2, ..., ); la partie de
sera dsigne par a. Les a. sont 2 dimensions au plus; les inter-
sections des varits a et a (3" :k k) sont 1 dimension au plus, d’aprs
l’hypothse 6.

1) Ces 3 hypotheses s’appuient sur le thorme de H. Cartan--P. Thullen que tout
domaine d’holomorphie fini est convexe par rapport aux fonctions holomorphes dans le
domaine. Voir: H. Cartan et P. Thullen, Math. Ann., 1932.

2) Pour cette hypothse, voici la proposition. Soit D un domaine d’holomorphie
univalent et fini l’espace (x, y). Etant donns un nombre positif et un domaine
univalent et born Do contenu avec sa frontire dans D, on peut trouver une fonction
holomorphe R des variables x, y, x0, Y0 dans (x, y)e Do, (xo, Yo)e Do, se rduisant a 1 pour
x=xo, Y=Yo, de facon que, toute fonction holomorphe f(x, y) darts D, corresponde une
fonction holomorphe (x, y) satisfaisant toujours

If- < , (-o)R=(x-xo)P+(y-yo)Q

dans Do, dont 0 signifie (x0, Y0), et P et Q sont des fonctions holomorphes des varia-
bles x, y, x0, y0.--On peut le dmontrer en vertu du th6orme pr6cdent de H. Cartan--
P. Thullen, d’un thorme de A. Weil et d’un thorme de l’auteur. Pour les 2 dernier
thormes, voir: K. Oka, J. Sci. Hirosima Univ., 1936, No. 4; et 1937, Thorme I.
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Dans cette circonstance, (x, y)tant une fonction holomorphe quel-
conque dans un certain ensemble ouvert contenant S, considrons l’int-
grale double, tendue sur la partie t 2 dimensions de a,

1 I (x, y; Xo, yo) (x, y)dxdy (j=, 2, ),I(xo, y0)
4

Cj(x, y; xo, Yo)
(x- Xo) (X-X])

Quand (x, y) e a, tant holomorphe dans (x0, Y0) e / except t L, il
en est de mme pour I(xo, Yo). Soit Iz(xo, yo) la partie de I(xo, Yo) au
cbt gauche de L, et I celle du cbt droit; on trouve facilement,
d’aprs l’hypothse 6, que I et I peuvent se prolonger analytiquement
un peu, passant par L dans 3s, de faoa que Iz-I.=.

Nous allons modifier .. Soit ] la partie de _, sur X(x, Y) I 1
(p= 1, 2, ..., ,; p j) ] contient a. Construisons un ensemble ouvert
V. contenant 5-,, suffisamment voisin de j et tel que toutes ses com-
posantes continues soient des domaines d’holomorphie. V. exists certaine-
ment, puisque est contenu dans D d’aprs l’hypothse 1.

Comme le premier problme de Cousin est toujours rsoluble dans
un domaine d’holomorphie univalent et fini,) nous pouvons trouver,
d’aprs l’hypothse 2, une fonction mromorphe (x,y; Xo, Yo) dans
(x, y) e V-, (x0, Yo) e Dz, de falcon qu’elte admette les mdme ples que
quand (x0, yo) e Da et soit holomorphe quand (Xo, yo) D.

(P- est holomorphe dans (x, y) e V., (x y0) e D. Da tant con-
vexe par rapport aux fonctions hol0morphes dans D, pour un nombre
positif donn , nous pouvons trouver une fonction holomorphe (x, y;
Xo, Yo) dans (x, y) e V., (Xo, Yo) e D, telle que -- dans
(x, y)e VJ, (Xo, yo)eD;, dont VJ est un ensemble ouvert suffisamment
voisin de V, contenu avec sa frontire dans V et donn t priori, et
D celui de D.s)

Nous avons ainsi acquis les fonctions (P et par rapport t Dz.
Posons A=--. Construisons pareillement des fonctions B
pour D; et consid.rons, au lieu de I(x0, y0), les intgrales suivantes"

1) Nous en expliquerons quelques points. Sur chaque a-, X/Sy ne s’annUle pas,
sauf peut-tre . un hombre fini de points, d’aprs l’hypothse 5. Prenons un point
quelconque P sur a, en dehors des points exceptionnels. Au voisinage de P, nous
pouvons representer la varit j l’aide des paramtres rels u, v, sous la forme
x=(u, v), y--y(u, v), o5 les deuximes membres sont des sries entires des variables
u, v; et cela de telle faon que (x, y) et (u, v) soient en correspondance biunivoque;
dont (u, v) sera considre pour point du plan, au moyen des axes rctangulaires usuels.
A la frontire de a corresponlent des arcs analytiques d’un nombre fini sur le plan.
Soit x la partie imaginaire de x, i l’argument de X(, y); choisissons (u, v) de fa.qon
que (, )/O(u, v) 0; et nous aurons par dfinition

(x’ Y) dudv

au voisinage du point P, le deuxime membre dtant une intdgrale double dtendue sur
la partie du plan (u, v) corespondant la pattie 2 dimension de .

2), 3) Voir: K. Oka, J. Sci. Hirosima Univ., 1937, No. 5.
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1 I 4’/A) ,(x, y)dxdy,J(o, o)=-.

I (+B)(x, y)dxdy (j=l,2 ,).J(0,0)= 4;-
J(xo, Yo) est holomorphe dans ,, puisqu’il en est ainsi pour toute +A
quand (x, y)e a; et pareillement, J(xo, Yo) est holomorphe dans . Ces
fonctions peuvent se prolonger analytiquement un peu, passant par L
dans , et satisfont alors la relation

1 (&-S)(, y)ddya(o, Vo)-4(0, o) (o, 0)-
(j=, 2 ).

Posons f=j-J; de la relation, il s’ensuit que f est holomorphe en
tout point de S.

Considons maintenant f comme donne et comme inconnue dans
la relation, et nous aurons une quation intgrale de Fredholm de
seconde espce. En choisissant le nombre suffisamment petit, nous
trouvons done (x, y) demandSe, holomorphe en tout point de S. D’ofi,
il en rsulte que"
Da la condition de No. 2, dtant donnde une foncti uniforme

f(x, y) holomorphe en tout point de la front@re commune S des ensembles
et , on peut trouver 2 fonctio holomorphes F(x, y), F(x, y) da
et dans , respectivement, telles qu’ puisse les prolonger analy-

tiquement un peu, passant par L dans , et que l’on air alors, identi.
quement F(x, y)- F(x, y)=f(x, y).--Ceci nous donne le point de dpart.


