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40. Gemeinsame Behandlung der Aquivalenzprobleme
der Kurven in der elliptischen konformen,
parabolischen konformen und hyper-
bolischen konformen Ebene®

Von Tsurusaburo TAKASU.
Mathematisches Institut der Tohoku Kaiserlichen Universitéit, Sendai.
(Comm. by M. FUJIWARA, M.LA., June 12, 1941.)

1. Einleitung. Auf Grund einer von meinen vorherigen Arbeiten®
méchte ich im folgenden die Aquivalenzprobleme der Kurven in der
elliptischen konformen®, parabolischen konformen und hyperbolischen
konformen Ebene gemeinsam behandeln.

2. Die zu Grunde liegenden komplexen Zahlen. Setzt man nach
Euler, Clifford, Weierstrass und Cayley mit reellen Zahlen «, v:

z=x+my, z=g—my,

m=1, ?=—1, m=p= Infinitesimale?, | m=h, h*=+1,

=0,
so sind die eigentlichen m-konformen Transformationen (m=e, p, h)
durch die Formeln

az+b
*= N(ad—
(1) 2 cetd’ (ad—bc) =0

und die uneigentlichen m-konformen Transformationen durch die
Formeln

—x_ az+b _
() = N(ad—be) X0

dargestellt.
3. Natiirliche Gleichung. Eine Cayleysche Identitit lautet fol-
gendermassen :

® x =2 x -],

worin {X, Y} die Schwarzsche Ableitung ist.

1) Dieses Stiick gehdrt zur Reine von Untersuchungen, welche finanziell vom
Unterrichtsministerium unterstitzt sind.

2) T. Takasu, Gemeinsame Behandlungsweise der elliptischen konformen, hyper-
bolischen konformen und parabolischen konformen Differentialgeometrien. Proc. 16
(1940), 333-340.

3) Wegen dieses Falles siehe: T. Kubota, Beitrige zur Inversionsgeometrie und
Laguerre-Geometrie. Jap. J. Math., 1 (1924) ; Beitrige zur Inversionsgeometrie. Tohoku
Sci. Rep., 13 (1924-25), S. 243. T. Takasu, Natural Equations of Curves under Circular
Point-Transformation Groups and their Duals. Jap. J. Math., 1 (1924); Tohoku Math.
J., 25 (1925) ; Differentialgeometrien in den Kugelrdumen, Bd. 1 (1938), SS. 36, 39,
40, 42. Siehe auch die Schlussbemerkung !

4) Diese Interpretation sieht neu zu sein aus.
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Setzt man X=z, t=z in (8), so folgt:

4 vy=—1LE
dz
Erfahrt z eine lineare Transformation (1), so folgt:
(5) (", Y}={ Y},

so dass nach (4)

sy BY \E_ (AY\?
ey (L) =wa:(9))
d. h.

(6) (Y, Y de*={Y, 2} de
bis auf das Vorzeichen eine Invariante ist.

Setzen wir d/1=%{2, z}%dz, so folgt aus (4) fur Y==z:
7] o =% G, z}%dz=—;l (o, 3} dz.

di2 qst eine absolute Imvariante gegeniiber den Transformationen (1)
und thr Vorzeichen dndert sich bet den Transformationen (2).

Benutzt man dieses 2 fiir ¢ und 2, 2 bzw. fir X, Y in (8), so folgt
aus (3):

(8] {2, 2} — {7 1} =4.
Zieht man nun die Gleichung
[9] {2, 3 +{z, 2} =9¢(2)

heran, so ist ¢(1) gegeniiber den wm-konformen Transformationen (1),
(2) eine absolute Imvariante.
Verbindet man (9) mit (8), so ergibt sich:

[10] =22, (B2=r9-2,
welche mit den folgenden dquivalent sind :
axX 1 d*% 5. dz
A& = 1)+ X, =02 .9 %
- A PRACKS a2
daY 1,/ d% .. dz
Y —p1-Len+ e, =02 .9 %
(g =i aE
Wenn (11) d. h. (10) aufgelost werden :
(12) z=2z2(1), z=%(),

so haben wir schon die Gleichungen der gesuchten Kurve:

(13) e=x(2), y=yQ).
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Also konnen wir (9) als natiirliche Gleichung der Kurve (13) gegeniiber
der m-konformen Gruppe ansehen®.

4. Natiirliche Gleichungen in Tetrahyperbolischen Koordinanten
usw. Die tetra-

zyklischen | parabolischen | hyperbolischen
Koordinanten
des orientierten der orientierten der orientierten
Kreises Parabel® Hyperbel
(x—a)— (my—mb)i=er?, (e=11),
m=1, | m=np, | m=h,
sind :

/mb
E=-2 | =T = = (a2—m#2—er?+1),
(14)° { 1/ Ver 21/67‘

&= (@—mb—ert—1), ((68)=1).

2'1/ er
Ist (£), insbesondere
der Schmiegungskreis | die Schmiegungs- die Schmiegungs-
parabel hyperbel
der Kurve
(15) =), =123, (@),=0),
worin
pli=x, p-L=—imy, p-xa=—;~(1+w2~m2y2),
w |7
prpu= = (L=a+ miy)

ist, so ist
17 (dede),= o' —midbi—edr® _ o0

e’r2
In der Tat ist
dflid522d63:d54=§1222:§3:?;4

Dann, (£x)s=0, (d€x),=0, (dt&)=—(£dé),=0, (£d%)s=—(drd£),=0,
(£d%),=0, also

dé :d&:désidEs=] tadts&s |t | adtas|t | adta&al 2 | 11 dra&s ]
einerseits und (xx),=0, (xdx)s=0, (t£);=0 also
Teilet et ba=| Ledsbal: | Xadtabal s | adiae |t | Xy ditats|

1) Der Fall m=% ist nichts anderes als der Kubotaschen, a.a.O.
2) Dies wird zu: (x—a)=4d.(y—?b").

3) T. Takasu, a.a.0. Im Falle m=pist: &= 2da &=1, &=— 4d (1+a*+4v/d),

$4=—%(1—a2—4b/d). Dabei ist v/er=pv/ b6/ —b), 2d=—p, e=+1.
4) Im Falle m=p wird dies zu: (da)+4dd’. (dd)=0.
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andererseits, so dass
d€1:d52: d532 dE4=Z;1 B R N
ist.
Setzt man nun

(18) &i=o(1—22), &=o0i(l+22), &=o(z+2), &=0iz—2),

WO E’=%E/—1L usw. ist, so ist die Bedingung (17) identisch erfillt, und
es folgt auch, dass
(19) (878" =40%'7
ist.
Wir wollen jetzt den Parameter A so bestimmen, dass
[20] (£"€")=1
wird. Zum Zwecke von [20] sollen wir annehmen ;
[21] o=1:2V77.
Jede m-konforme Transformation kann aus Transformationen der Typen
z**azig, ad—pr 0,
(22) - e
—% a —= =
=y 3“’ 0
=% R
und
z=“§j:§ , ad—pr0,
(23) { i e
* az —s =
Z =—“‘*:‘ ’ 5_ 0
E R

zusammengesetzt werden. (22) stellt eigentliche und (23) uneigentliche
m-konforme Transformationen dar.

A ist eine Integralinvariante gegewiiber eigentlichen m-konformen
Transformationen und di* bekommen durch uneigentliche m-konforme
Transformationen den Faktor —1.

Hierzu bemerken wir noch dass alle & den Faktor 1 erhalten wenn
& einer uneigentlichen m-konformen Transformation unterworfen wird.

Integriert man (18) und setzt in (££€),=1 ein, so erhilt man:

[24] {z’ l} - {5’ A} =4,

welche nichts anderes als (8) ist.
Aus der Cayleyschen Identitit

(25) @=L [En-6 1]
und (24) erhalten wir

[26] i =% (2,2} dz.
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Aus der Identitit (25), indem wir z anstatt von A setzen, erhalten
wir

7 = Lz 7y (92 Y
(27) @a=—a:( L)
Folglich wird (26) zu:
[28] dl=%{z, a}%d§=%{z, M.
Wenn z eine lineare Transformation erfihrt, so haben wir
(29) {z%, 2} ={z,2},
so dass nach (27)
=1 . dz 2_ =%\, dz \2
(30) @B (L) =ry(L)
oder
(31) {2, 2} dz={z, 7"} d7*

ist. (31) ist invariant gegeniiber den linearen Transformationen.
Es gilt weiter die Formel

[32] & &7 g g =1,

die mit (24) sowie mit (26) dquivalent ist. In der Tat, (32) folgt aus
der Relation (§1V&V),—(&7"")3=1, die ihrerseits folgendermassen be-
wiesen wird: da (£¢'),=0, (§7€),=0, (69V¢),=0 ist, so wird (¢¢),=
Zu:

” EE/E(IV) ”2= —1 + (E(IV)E(IV))4_ (E///E///E: 0
Aus (82) erhalten wir
[33] da=(de'de")} =i | &'de'dee aie’ 3,
woraus hervorgeht, dass di den Faktor ¢ erhilt, wenn die & einer un-

eigentlichen m-konformen Transformation unterworfen werden.
Durch eine langweilige Berechnung erhalten wir weiter:

(34) (E///E”,)4= {z’ A} + {2, A} ’

welche nichts anderes als (9) ist.

Diese Grosse ist unter eigentlichen m-konformen Transformationen
eine absolute Invariante und wechselt thr Vorzeichen durch uneigent-
liche m-konforme Transformationen.

Aus (24) und (34) schliesst man wieder wie im letzten Artikel,
dass

(35) E"E)y={z, 2} +{z, 2} =¢(1)

als natiirliche Gleichung der Kurve r=x(1) brauchbar ist.
Schlussbemerkung : Die simtlichen obigen Ergebnisse sind bei den

allgemeineren konformen Ebenen von z=x-+7jy, (F2=p+j; u, v=reelle
Zahlen) ebenfalls giiltig.



