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39. Gemeinsame Behandlung der Differential- und Inte-
gralinvarianten der Kurven und der ,, Horn Angles “
in den elliptischen konformen, parabolischen
konformen und hyperbolischen
konformen Ebenen®.

Von Tsurusaburo TAKASU.
Mathematisches Institut der Tohoku Kaiserlichen Universitit, Sendai.
(Comm. by M. FUJIWARA, M.IA., June 12, 1941.)

1. FEinleitung. Herr J. M. Feld hat Differential- und Integral-
invarianten ebener Kurven und ,, Horn Angles “ unter den konformen
Transformationen mit Benutzung von seinen verallgemeinerten Schwarz-
schen Ableitungen behandelt?. Im folgenden mochte ich die ent-
sprechenden Invarianten in den elliptischen (d.h. gewohnlichen) kon-
formen, parabolischen konformen und hyperbolischen konformen Ebenen®
gemeinsam behandeln.

2. Die zu Grunde liegenden komplexen Zahlen. Die

elliptischen | parabolischen | hyperbolischen
konformen Transformationen seien :
Z=f(2), Z=f)),

Z=X4+mY, Z=X-mY,
r=x+my=v2—mhfe™, Z=x—my=12—miyPe ™,
m=1, ?=-—1, | m=p=Infinitesimale, p*=0, | m=h, h*=+1,
wobeil X, Y, x und ¥ reelle Zahlen sind, so dass die Bedingungen
X.=Y,, m*X,=Y,

bestehen.

Es sei ¢(z,2)=0 die Gleichungen einer Kurve in der z-Ebene und
&(Z,Z)=0 die ihres Bildes.

3. Drei Arten von konformen Invarianten der ,, m-Horn Angles *
erster Ordnung. Die beiden analytischen Bogen ¢; und ¢; deren
Gleichungen bzw.

¢1(Z, E) =0 ’ ¢2(z7 2) =0

sind, bilden ein ,, m-Horn Angle “ im Punkte p in der z-Ebene und C,,
C,, deren Gleichungen bzw.

1) Dieses Stick gehort zur Reihe von Untersuchungen, welche finanziell vom
Unterrichtsministerium unterstiitzt sind.

2) J.M. Feld, Differential and Integral Invariants of Plane Curves and Horn
Angles. Bull. Amer. Math. Soc., 47 (1941), 318-327.

3) Vgl. T. Takasu, Gemeinsame Behandlungsweise der elliptischen konformen,
hyperbolischen konformen und parabolischen konformen Differentialgeometrien. Proc.
16 (1940), 333-340. Siche auch die Schlussbemerkung !
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¢1(z’ _z-) = 0 ’ ¢2(Z, %) = 0

im Punkte P in der Z-Ebene.
Da, nun,
dz dZ .dZ \ dz
@ a7 )i

a7 \dz  da

ist, erhilt man

CRE- A C A AL A )

dzz \"" dz dz " dz/ d@ \dz/ dz
Nach (2) ist
2z, d*Z dZ (AZ N2\ d%, d%; "

3 LLe  Bhn ) B4 2 __ 1 ,

(3] dz? dzi L dz < dz >J dzz  dz J
da

dz dz
4 G . ez
@ dz, dz

im Punkte P ist.
Beachtet man dass die Beziehung

(5) 4z, _ dZ;

im Punkte P gilt, so erhalt man aus (1) und (8)

[6] dez_ .»de _ d2Z1 . dZ]_ =(1. d—Z—> d2z2 . dzz _(Zizl’ .iﬁ{l‘]
dZ: " dZ, dZ2° dZ, T dz dz% "dz, d# T dz d’
Also gilt der
Satz 1°. Drie beiden Grissen

d*, d%
7 2 =
™ dzz  dZ?
®) @z, dzp _ P2, d2y.

d3 " dz dZ dau

sind m-komplexe Relativinvarianten zweiter Ordnung der ,, m-Horn
Angles ““ erster Ordnung.

Fir die Schwarzsche Ableitung {y, x} mit x=x(s), y=y(¢) haben
wir die Cayleysche Identitat? :

®  wa=(Llws-(E) @ (L) .

Setzt man y=2Z2, x=1Z, t=2, s=% in (9), so folgt:

w @=LV @ (L -z a6 B

1) A. Cayley, On the Schwarzean Derivative and Polyhedral Functions. Collected
Works, vol. 1, S. 148.
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Folglich ist ~
{Z, Zz} —{Z, ZI} = (1 : %)Z [{Zm 22} ( d@27>2_ {Z., 2z} + {22, 52}]

(1. dZ 2 dzl 2__ 7 = =
(1 : *—*dé > [{Zb 21} (*d_'él—) {Zy, 21} +{, 21}]
Nun ist nach den Beziehungen

dz*  der dz» ~ dzr dz,  dz
{Zm zz} = {Zb zl} ’ {Zzy 52} = {Zl, 51} .

Daher ist
7 7 dZ \? - -
[11] {2y 22} {2\, Z,} = (1 : 71{) [{z'z, Ze) — {21, Zl}] .

Also gilt der
Satz 2°. Die Grosse

(12) {22, 22} — {21, 71}

ist eine komplexe Relativinvariante dritter Ordnung der ,, m-Horn
Angles ““ erster Ordnung.

Aus (6) und (11) ergibt sich der

Satz 8°. Die Grisse

B dz _ d% . du
A " dz,  d& " dz
13 M — 2 —2 1_ 1
L13] * {72, 22} — {21, %1}

st eine absolute Imvariante dritter Ordnung der ,, m-Horn Amngles
erster Ordnung.

Eine kurze Berechnung zeigt uns dass die folgenden Beziehungen
gelten :

dZ — omb d2Z 3mb
—_— = N — = =2 k )
. iz~ az: M
&Z _q, amof A 2
07 2me <ds +3mk>,
worin
(15) ds=1v/dx?—mdy?, k=%z— =m-Krimmung
ist.
Nach (8), (11), (13) und (14) ist:
d%,  dze  d%, . dz
16 O2 0% 02 0% _p
[16] 0B dn a2 am M
[17] (o0 2} — (o, 7} = Y _ dlor

dSz dsl ’
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( APz . dzy _ d%y . d2y >2

B " dz,  dE  dz (ley—Tey)?
18 M —_ 2 2 L ; 1 =2 2 1 .
[ ] . {2'2, 22} - {z]’ 21} milgz_ —_gllc_l.
d«S‘g dSl

4. Hohere Schwarzsche Ablettungen und m-konforme Invarionten
ebener Kurven. Die m-konforme Gruppe in der xy-Ebene ist durch

1 7— 02 tb. —
(19) coid N(ad—bc) 0,
(20) Z=z

gegeben. Wir wollen zuerst lauter die Untergruppe & der eigentlichen
Transformationen (19) betrachten. Dann ist

{Z’z}=0, {Z_,E}=O’
so dass (10) wird zu:

[21] {Z7 Z} =< :'(2_?‘_>2 {Z, E} .
Es Dbesteht tiberhaupt:
(22) {zy E} = _<—Z%)2 {5’ Z} .

Satz 4°. Die Grisse {z,z} ist eine Relativinvariante unter der
m-konformen Gruppe (19), (20).
Die Beziehung (21) wird zu:

[23] {Z,Z}dZ2={z, 7} d2*.

Satz 5°. Die Grosse {z,z}dz? ist eine absolute Invariante unter der
eigentlichen m-konformen Gruppe (19) und dndert thr Vorzeichen bet
uneigentlichen Transformationen.

Da, nun,

{2, 2} =2me*™0 dk , dz=e""ds
ds
ist, erhalten wir

[24] d12=% {2,2}d2=cdkds, (e=+1).

1 ist die sogenannte Inversionalinge im Falle m=1:".

1) Wegen des Falles m=1 siehe: H. Liebmann, Beitrdge zur Inversionsgeometrie
der Kurven, Sitzungsberichte der Bayerschen Akad. d. Wiss., Minchen, 1 (1923), S. 79.
T. Kubota, Beitrige zur Inversionsgeometrie und Laguerre-Geometrie. Jap. J. Math.,
1 (1924). T. Kubota, Beitrdge zur Inversionsgeometrie. Tohoku Sci. Rep., 13 (1924-
25), S. 243. T. Takasu, Natural Equations of Curves under Circular Point-Transforma-
tion Groups and their Duals. Jap. J. Math.,, 1 (1924). T. Takasu, ’ , Tohoku
Math. J., 25 (1925). T. Takasu, Differentialgeometrien in den Kugelrdumen, Bd. 1
(1938), SS. 36, 39, 40, 42. F. Morley, On differential inversive geometry. Amer. J.
Math., 46 (1926), S. 144. B. Patterson, The differential invariants of inversive geo-
metry, ibid., 50 (1928), S. 553. E. Kasner, The Two Conformal Invariants of Fifth
Order. Trans. Amer. Math. Soc., 44 (1938), S. 25. J.F. Feld, a.a. 0., S. 323.
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Differenziert man (21) zweimal, so folgt:

(25) «»dg—{z,g}=(1:%) L {7y —2(s, 2 }_v_lfé(og)

@) L an-(LY L n-5 9 DL (LY

~2taa (0 S (G) (%%)6]-

Mit Riicksicht auf {Z, 2z} =0 erhdlt man aus (21), (24) und (25):

[27] 2. 2=(1: %2 Y i 21,
wobei tiberhaupt
d? d 2
2z, 6} [— {, s}]
. a2 7 5lag
[28] {¢, E)= s il e

gesetzt ist. Hierbei wollen wir den Ausdruck {¢, £}, mit Herrn Feld die
zweite Schwarzsche Ableitung nennen.

Satz 6°. Die zweite Schwarzsche Ableitung {z,7%}; ist eine Relativ-
mvariante fimfter Ordnung unter der Gruppe & der eigentlichen m-
konformen Transformationen (m=e,h, p).

Weiter definieren wir die (n-+1)-te Schwarzsche Ableitung durch
die Formel:

= 02 -1
[29] {2, 2}ni1= W 4 G, Z}n
wobei
(30) {z’ E}1= {Z, E}

gesetzt ist.

Nach der vollstindigen Induktion von J. M. Feld” kann man die
folgenden Sitze beweisen,

Satz 7°. Die n-te Schwarzsche Ableitung (n=1,2,...) ist eine Re-
lativinvariante :

[31] 22=(1:2 270, w21

unter der Gruppe der eigentlichen m-konformen Transformationen.
Satz 8°. Die Verhiltnisse

[32] {z,é}j:{%g}k; j#k; j}k=1,233"“’

sind simitlich absolute Differentialinvarianten ebener Kurven unter der
Gruppe der eigentlichen m-konformen Tramsformationen.

1) A.a.0, S 324
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Es gilt besonderes die folgende Beziehung :

[33] Li={z 2}:: {2, %}=1—%[”d—%‘m2<%§‘>2

+ o (o) 1 (5) 5 )

In der Tat ist
dz=e ™0 (s,

{z, 2} =2me*™ dak
ds

i_ {2,7) =260 (miz’-"— +2m2kﬂ> ,

ds? ds
d"z {z,z} 2¢ [m +5mkd2+6 mik s +2m<ds>],
und also
¢2mo &k, die _ kN2, ( dk 272 dk
[34]  {2,2}.= B ds <d82> (ds>+mk+2mds].

Die absolute Imvarionte

wollen wir die m-Inversionskriimmung (m=e, p, h) nennen®.
Mittels (24) kann man die folgende Formel beweisen :

. LA

[36] I = —¢[ 20, sy +mt s (2L ),
Aus (31) ergibt sich:

{Z,7},d72={z,%},d?2, k=1,

Also gilt der
Satz 9°. Die Grisse

[37] A= .ﬂ:{z, z} Ic:l% dz

ist eime Imtegralinvariante unter der Gruppe der eigentlichen kon-
Jormen Transformationen. Tatsichlich gibt [37) zwei reelle Integral-
mvarianten.

5. Konforme Invarianten der ,, m-Horn Angles“. Aus (81) er-
sehen wir, dass ,, m-Horn Angles “ n-ter Ordnung (n=1) unter der
Gruppe der eigentlichen m-konformen Transformationen die absolute
Invariante (2n-+1)-ter Ordnung

{22 )52 {21, 21} k=1
1) Wegen des Falles m=1, siehe: G. Mullins, Differential Invariants under the

Inversion Group. Diss. Columbia (1917). H. Liebmann, a.a.O. T. Kubota, a.a.O.
T. Takasu, a. a. O.; Differentialgeometrien in den Kugelrdumen, Bd. I (1938), S. 41-43.
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hat. Jedoch kénnen wir aus (31) noch andere Invarianten der ,, m-Horn
Angles ““ herleiten.

Man betrachte ein ,, m-Horn Angle“ (2n+1)-ter Ordnung (n = 1).
Differenziert man (31), so folgt:

d ypom (1.0ZV d ;. = _ dZ dZ \'

Da das ,, m-Horn Angle von der Ordnung 2k+1 ist, ist an dieser

Stelle : _ _
{Zb Zl}n= {ZZ’ ZZ}n ’ {zly E1}n= {z2’ E2}17, .
Folglich erhalten wir

(39) d {Z2, 72}71. i {Zl, Zl}n

dZ,
_(1.9ZV[ d ¢, sy _ d ¢, -
—<1. dz > [d@ {ZZr zZ}n d21 {zl’ zl}n:|-
Also gilt der
Satz 10°. Die Grisse

d - d -

40 — y n ™ R n

(40) & {22, 22} & {21, 21}

ist etne Relativinariante (2n+ 2)-ter Ordnung vom Index 8 der ,, m-Horn
Angles“ 2n-+1)-ter Ordnung (n=1) unter der Gruppe der eigent-
lichen m-konformen Transformationen.

Man betrachte ein ,, m-Horn Angle “ (2n+2)-ter Ordnung (» = 1).
Dann folgt nach (80) und (31) :

AP
(41) dZ2 {Z2, Z2}n dZ2

~( L e & .

{Zb Zl}n

Also gilt der
Satz 11°. Die Grisse

(42) LR ARS

= R R2sn -

g d 2

ist eine Relativinvariante (2n-+3)-ter Ordnung (n=1) vom Index

4 der ,,m-Horn Angles* (2n-+2)-ter Ordnung unter der Gruppe der
etgentlichen m-konformen Transformationen.

Schlussbemerkung :  Die simtlichen obigen Ergebnisse sind bei den

allgemeineren konformen Ebenen von z=x-+jy, (2=p+vj; 4, v=reelle
Zahlen) ebenfalls giiltig.

{zl’ zl}’n



