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73. Uber eine Verscharfung des Lownerschen
Hilfssatzes.

Von Yisaku KoMATU.

Mathematisches Institut, Kaiserliche Universitit zu Tokyo.
(Comm. by S. KAKEYA, M.LA., July 13, 1942.)

1. Herr Unkelbach® hat die Verschirfung des sogenannten
Lownerschen Hilfssatzes bewiesen, welche besagt :

Bildet die Funktion w=f(2) mit f(0)=0 und f'(0)>0 den Ein-
heitskreis | z| <1 konform auf ein innerhalb des Einheitskreises |w|<<1
enthaltenes Gebiet ab, derart, daf ein Bogen der Linge | des Kreises
|z|=1 in stetiger Weise auf einen Bogen der Linge L des Kreises
| w|=1 dibergeht, so gilt die Ungleichung

> 2
L= 1+7£(0) L

2. Wenn wir nur die schlichte Abbildung behandeln wollen, dann
dirfen wir offenbar die Betrachtungen auf die beschrinkte Schlitz-
abbildung

wt=f(z, t)=e—t(z+ '") ’ f/(O, t)=e_t ’

beschrinken. Die diese Abbildungsfunktion erzeugende Lownersche
Differentialgleichung sei

af(z, T) — 1+7"(T)f(z’ T) — 20T
(1) Tor f(z,f)m, u(r)=e", (=t<1)

und die Bildpunkte von z=¢* auf dem betreffenden Bogen
ay g argz é ag

durch die Abbildungen w.=f(z, r) seien ¢¥*»®, Wie wir in der fritheren
Note® gesehen haben, gilt dann die Beziehung

@ 20D o eop T <o, (ol 0)=a)

und dabei geniigt die Funktion 6(z) der Ungleichungen
- ?’(al, )< 0(7) <<2r— 90((12, T) .

Aus den auch in der oben zitierten Note bewiesenen Beziehungen

1) H. Unkelbach, Uber die Randverzerrung bei konformer Abbildung, Math.
Zeitschr. 43, 1938, 739-742. Er sagt darin vor, daB in seiner demnichst erscheinenden
Arbeit eine weitere Verschirfung fir schlichte Abbildungen angegeben wird.

2) Y. Komatu, Uber das Randverhalten beschrinkter Schlitzabbildungen und seine
Anwendungen, Proc. Phys.-Math. Soc. of Japan, 24, 1942, 187-197.
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@ 17 nl=em (g5 (%20 for) 2 b s

folgt sofort eine Verschiarfung des Unkelbachschen Satzes :
az . _1
“4) P(ag, 1) — (e, 1) = Sm | ) | da = 1(0, ) 2 (az—aty) .

3. Nun sollen wir aber die folgende scharfe Abschitzung be-
weisen, welche die obige Ungleichung (4) als eine unmittelbare Folge-
rung besitzt :

Unter den Voraussetzungen des Unkelbachschen Satzes mnebst der
Schlichtheit der Abbildung gilt die Ungleichung

. L - .1
sin = > f'(0) 2 sin —,
i 4_f() in —

und hier besteht die Gleichheit nur, wenn die Funktion w=f(z) die
durch die Gleichung

2 _.&+a2
-~ e=—e* 2

f(z) = -
Gaerr " W ar

definierte Schlitzabbildung vermittelt und der betreffende auf |z|=1
liegende Bogen

’

g Zargz<a
1st.

I sin %
Vorbemerkung. Aus dem Bestehen der Ungleichung = = T
sin —
ist die obige Abschitzung (4) eine offenbare Folgerung unseres Satzes.
Natiirlich bleibt der Satz auch dann gelten, wenn wir darin statt eines

Bogens mehrere Bogen betrachten.

Beweis. Wir gehen von der Differentialgleichung (2) aus. Da die
rechte Seite der Gleichung

K (il )= plag, ©)) = —cot 0(x)+play 7) 4 o 0+ ¢lay, 7)
ot 2 2
im Intervalle —¢(ay, v) <<O(c) <<2rm— @(ag, ) ihr Minimum fir 0(<)=x
_ #la, 7)+plag 7).
2
e
ot

erreicht, so gilt die Ungleichung

(ploa,7) = plon, ) Z 2 tam Lo =D

Integration tber « von o bis ¢ liefert tatsichlich die Beziehung

. Pl t) — ¢lay, T) £ ¢(ag, 0)—p(ay, 0)
) sin 1 = e?sin B R
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welche gerade die zu beweisende ist; denn es sind

1
e2=F(0,07% und ¢la, 0)=a, (=1,2).

Wenn in der Ungleichung (5) das Gleichheitszeichen stehen soll, dann
mufl in der Herleitung tberall das Gleichheitszeichen stehen. Dann
muB also erstens die Funktion 6(<) der Gleichung

0(c) = — Play, T);¢(a2, 7) 0<<<t)

geniigen und sogar gelten nacheinander die Beziehungen

_ aso(al; T) —_ 350(0!2, T) =tan 47(’127 T)_ﬁp(aly T)
ot ot 4 ’

gar— (50(0!1, T)+¢(a2: T)) =0 ’

So(al’ T) + g’(aZ’ T)E §0(fll, O) + ?’(ab 0) =o + az ,

. d1ta
B — _ i

e

o(f)=7r-“—1§a_z, () =¢

Durch direkte Integration der Lownerschen Differentialgleichung (1)
mit diesem konstanten »(v)=e erhalten wir also

(1 ":Uet?/vt)z =e” (1_5 e2)? (wt:f (2, t)) .

Diese Funktion w,=f(z,t) fihrt den Bogen [z|=1, larg z___argaz

aytag < 50(0!2, t)"SD(al, t)
- 2
iber und fir diese Funktion tritt das Gleichheitszeichen tatsédchlich

auf.

< ﬁz"z—al— auf den Bogen |w;|=1, |argw,—

1
4. Da esimmer 1> (o) 2 sini— sein muB, so erhalten wir als
eine einfache Folgerung des soeben bewiesenen Satzes das folgende
Resultat :

Die Linge | des Bogens, welcher auf der Peripherie |z|=1 liegt
und durch die Abbildung w=f(z) auf den Bogen der Periperie |w|=1
ubergefithrt wird, kann nicht grofer als 4 aresinf’(0)} (< 2r) sein.

5. Als eine Bemerkung sollen wir im folgenden noch eine Un-
gleichung herleiten, welche die Funktionen

¢(B, 7)= so(“‘—;“z— +%, r) —p(ate_8 °)

erfilllen miissen. Aus der Beziehung (3) folgt zunichst
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und also

O sz (5 1 (9 s

Hier kann die Gleichheit nur stehen, wenn

HO( g )

und damit
ata | B )+ (ﬁlﬁ'ﬂ_ﬁ
¢( s Tor )T, 2’T>
— (ota B ) <a1+az_.3 )_
=g AT% 4 B o\pof ATR _B Nt
‘P( 2 9 p 2 B a;Tdg

ist. In diesem Falle muf die Funktion ¢(B, v), wie wir schon im eben
durchgefiihrten Beweise unseres Satzes gezeigt haben, durch

¢(B, )=4 arcsin <eé_ sin %)

geliefert werden. Nach den eben genannten Grinden wiirden wir den
Beweise unseres Satzes auch mit Hilfe dieser Ungleichung (6) durch-
fithren konnen, beachtend dabei, daB die Gleichung (2) besteht.

6. Es sei nun B ein einfachzusammenhingendes schlichtes Gebiet in
der w-Ebene, das den Nullpunkt w=0 enthilt und die Entfernung
zwischen w=0 und dem Rande von B betrage hochstens 6(0 <6 < 1).
Es sei ferner B; dasjenige innerhalb |w|<<1 liegende méglichst grofie
Teilgebiet von B, das den Nullpunkt enthdlt. Wir nehmen an, daf
der auf dem Kreise |w|=1 liegende Randteil von B; aus den Bogen
besteht, deren Gesamtlinge hochstens L(0 < L <27) betragt. Die
Menge I der im Kreise |w|<<1 liegenden Randpunkte von B gehe bei
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konformer Abbildung w=s(2) (f 0)=0, f (o) >0) von B auf den Ein-

heitskreis | 2| <<1 in die Menge r der Peripherie |z|=1 iiber, deren Ge-
samtlinge A betrdgt. Dann gilt der folgende wohlbekannte Satz® :
Es gilt

’

@ A > daresin 1=
1+6

und die Gleichheit steht nur, wenn die Funktion w=f(z) die in
unserem Satze wm Nr. 8 angegebene extremale Schlitzabbildung wmit
N .

Sf'(o)= ix 1 @)2 vermittelt.

Wie wir aus den folgenden Uberlegungen leicht einsehen werden,
folgt dieser Satz aus dem schon in Nr. 4 beachteten Resultat. Wenn
wir aber unseren Satz in Nr. 3 als die Abschéitzung von oben fiir die
GroBe | mittels der gegebenen GroBe L(0 < L < 27) betrachten, so
verschirft er diese Ungleichung. Es gilt ndmlich der Satz:

Unter den oben angegebenen Voraussetzungen gilt sogar die Un-

gleichung
. 1—6\? 46 L
A =>4 ares ( )+ 2
=&ar m“/ 1+6 (1+@)2 Ty

Gleichheit steht hier nmur in demselben Falle wie im obigen.

Beweis. Nach dem Carlemanschen Gebietserweiterungsprinzip des
harmonischen MaBes geniigt es offenbar den Satz statt fiir das Gebiet
B nur fiur das Teilgebiet B; zu beweisen. Aus der Voraussetzung, daB

das Gebiet B; einen Randpunkt w mit |w| <6 besitzt, folgt zuerst
die Beziehung

® OESS b TrgF

denn fiir die schlichte Funktion w=£(z) (lf ()| < 1) gilt die Verzer-
rung?®

(1+] )| 7

und also ergibt sich sofort die Beziehung (8). Nach unserem Satze
erhalten wir damit

3) Zwar gilt der Satz auch fur nichtschlichtes Bildgebiet und, wenn wir die
Abbildung auf die universelle Uberlagerungsfliche betrachten, sogar firr mehrfach zu-
sammenhéngendes Bildgebiet, aber hier formulieren wir ihn nur in der Form fiir den
Fall der schlichten Abbildung. Vgl R. Nevanlinna, Eindeutige analytische Funktionen.
Berlin, 1936, S. 105, Satz 3.

4) G.M. Golusin, Uber die Verzerrungssitze der schlichten konformen Abbildung
(russisch), Recueil Math. 1, 1936, 127-185. Insbes. S. 129, Ungleichung (6). Vgl. auch
z.B. K. Joh, Theorems on schlicht functions. III, Proc. Phys.-Math. Soc. of Japan, 21,
1939, 191-208. Insbes. S. 193, Ungleichung (6). Zwar wird diese Ungleichung zuerst
fiir Schlitzabbildungsfunktionen bewiesen, aber sie gilt natirlich auch fiir allgemeine
(nicht notwendigerweise beschrankte Schlitzabbildung vermittelnde) Funktionen.
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. L 146 . 21—A
= >
S = 26 " 4

und daher gilt tatsdchlich die Abschitzung

A = 2n—4 arcsin ( 2//6 sin L)
1+6 4

_ . 1-6\2, 46 s L
=4 arc51n~/<1+9) + L+ 0)E cos’ 1

In bezug auf die Gleichheit ist es fast klar.
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