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M. Teichmiiller a dmontr le thorme suivant"
Soit (w) une fonction rdgulire dans le cercle d’unitd wl 1,

et supposons qu’elle soit univalente dans le mdme cercle. Soit, encore,
un segment recitligne qui est transversale) du domaine transformd

du cercle wl 1 par la transformation =(w). Nous avons alors

r
lg

lw[

oit 1 ddsigne la longueur de et c une constante inddpendante de la
fonction

M. Teichmiiller a dmontr qu’on peut poser

1 log 2(1+) }c 2+max log -, (1-)

et a conjectur d’ailleurs que la meilleur valeur de c sera atteinte par
la fonction _

w
l+w

qui est univalente dans [wl 1, et qui transforme la partie de l’axe
relle situe dans le cercle d’unit" -1Rw + 1, Jw-O, dans le

_1 R +, J-O, et par suite, on aurasegment"
2

but de cet No est de montrer qu’on pt poser c=, de

ste que la conjecture de M. Teichmler se rdise.
Dmonstration. Nous pouvons supposer, sans restreindre la gn-

ralit, que r est le segment" -R<+ J=0. En effet,

sinon, nous n’avons qu’ poser.
2

1) O. Teichmiiller: Eine Umkehrung des zweiten Hauptsatzes der Wertver-
teilungslehre, Deutsche Mathematik, Jg 2, 1937, pp. 96-107.

2) c. d. un segment rectiligne contenu dans le domaine sauf deux extrmits
qui sont situes sur la frontire.
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o , 2 dsignent deux extrmits du segment r. Soit Wo un point
quelconque du cercle d’unit6, et considrons la fonction suivante"

f(w)= {1 2(Wo)}2 oW+ {-2(Wo)}(Wo)
(i -I Wo DC’(Wo) 1-2( W+Wo ,)oW+1

(i Wo D’(Wo)

Comme C(w) est univaleute et C(w): 1/2, f(w) est-6galement uni-
valente dans le cercle d’unit6" wl 1. On a d’ailleurs

f(O)--O f’(0)-l.

D’autre part, puisque (w), wl 1 n’est jamais gale -1/2,
nous avons, d’aprs un th&)rme fameux de M. Koebe,

1 < 11-2C(wo)- (1_l w,,l) .,(Wo)
1 2(wo) +(wo)

4

En posant =(w0), W=Wo, nous pouvons l’crire

Idwll > Id’l(1)
1-lw 11--41

Or, la courbe C du plan w dont l’image par la transformation
(w) cdincide avec r est situe dans le cercle d’unit: wt< 1. Soit
W un point quelconque de la courbe C et considrons le rayon du
cercle d’unit: wl <1 qui passe par W. La pattie de ce rayon
situe entre w-- 0 et w-- W sera dsigne par R(W). Posons ’0 (0).
L’image F du segment R(W) par la transformation =(w) part du
point o et se termine en un point situ sur le segment" ___1

2--

R +1 J=0. Intgrons l’ingalit (1) suivant la courbe F. Nous

avons alors ]dw ]=diw 1, et par suite

Iwi dr
o 1--v

> Irl 1--4] 1--4
c.d.

1 log I+IW] > 1 1+2 1-2o,1> 1
I-IWI---log 1-2 I+2’o ---- 1-1-2. 1-2olog

1-2 1+2
ou en posant z 2’, zo 2{o

1+! ..WI >2log
1-1WI

log l+z
1-z 1

D6signons par z le nombre situ6 dans le segment"
Jz=O, satisfaisant l’6quation"

+l<Rz< + 1,

1--l-z; 1-I-zo
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Dsignons encore par S et S. les deux segments resp.

S z Rz q-1, Jz=0; S. l

_
Rz

_
z Jz=O

Pour tous les points z de S, nous avons (1 +z) (1 z0) ] (1 z) (1 /z0) > 1,
et par suite

(2) (I+IWI) l+z 1-Zo l+z 1-z
1-1W] 1-z l+zo 1-z l+z"

Pour tousles points z de S., nous avons (1 /z) (1 Zo) ] (1 z) (1 +Zo) 1,
et par suite

1/ o(3) 1 IWI
>

l+z 1-Zo l+z l-z{

Pour les valeurs z de S, transformons la variable z par

(4) = z-z ou z=-+z
1 -zz{ 1+z

D’autre part, comme nous pouvons 6crire

l+__z. 1-z; =(_, +1, z, a*)
1-z l+z{

et, que la transformation lin6aire laisse invariant le rapport anharmo-
nique, nous avons

>(-1, +1,o, 0)-
1 ol-IWi

Alors, la fonetion
1- W

tant monotone eroissante, nous avons

(5) Iwl>_

Pour les valeurs z de S., transformons la variable z zur

(6) = z-z ou z-- z-
1-zz 1-z

Nous avons alors

l+lWI)">(-I +1,--z,--z)=(+l,--1,--,0)-- 1+ 0< <1..-IWI 1-’
Par suite, iei eneore, nous avons l’ingalie (5).

Si l’on pose ;=]2, les formules (4), (5) e (6) nous donnent
alors les ingalis suivans"

d

log 1 4+ (1 4) (1 4) de
2(-D
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et.

log. d

_
log d"

Par consequent, nous avons

1 1

+ log 1 ’G +/(1

< g log ( )d log (

2
2

Or, d’une part, l’ingalit entre les moyennes arithmique et g-
mtrique nous donne

2 0 2

+ log 1+4+ 1 4< 7log 1+
o 2 o 2

et d’aue part, en posant

A= log(-)+ log (g-)d

nous avons . dA = log 1+2 > 0.

Celui-ci enrane

2 0

e enfin nous avons

2 1 g<lg l+l-4g=,lg ]Wl 0 2 2’
c. q. f. d.

1 <CI log d’+ loglog-d__


