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59. Sur une constante de la transformation conforme.

Par Kinjiro KUNUGUL
Institut de Mathématique, Université Impériale de Hokkaido, Sapporo.
(Comm. by S. KAKEYA, M.LA., June 12, 1943.)

M. Teichmiiller a démontré le théoréme suivant? :

Soit £=¢(w) une fonction réguliere dans le cercle d'unité : |w| <1,
et supposons qu’elle soit univalente dans le méme cercle. Soit, encore,
r un segment recitligne qui est tranmsversale® du domaine transformé
du cercle |w| <1 par la transformation {=C(w). Nous avons alors

j log- L |d¢|<dl
o wl
ot | désigne la longueur de v et ¢ ume constante indépendante de la
Sonction {(w).

M. Teichmiiller a démontré qu’on peut poser

1 231 +5)3}
c=2+max{lo =, log ===~ ¢, 0<o<l,
&5 % s
et a conjecturé d’ailleurs que la meilleur valeur de ¢ sera atteinte par
la fonction :
=W
14+u?

qui est univalente dans |w| <1, et qui transforme la partie de I'axe
réelle située dans le cercle dunité: —1<Rw<+1, Jw=0, dans le

segment : -——;—SRC < +~;—, J¢=0, et par suite, on aura

1 i
c=2rlog&dc=—7—t—.
0 2¢ 2

Le but de cette Note est de montrer qu’on peut poser c=-, de

2
sorte que la conjecture de M. Teichmiiller se réalise.

Démonstration. Nous pouvons supposer, sans restreindre la géné-
ralité, que r est le segment: ——%_<_RC < +%, J¢=0. En effet,
sinon, nous n’avons qu’a poser

s 1 (o GG
¢ (cl—cz)\c 2 )

1) O. Teichmiller: Eine Umkehrung des zweiten Hauptsatzes der Wertver-
teilungslehre, Deutsche Mathematik, Jg 2, 1937, pp. 96-107.

2) c. i d. un segment rectiligne contenu dans le domaine sauf deux extrémités
qui sont situées sur la frontiére.
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ol &, & désignent deux extrémités du segment 7. Soit wp, un point
quelconque du cercle d’unité, et considérons la fonction suivante :

w—+w,
flw)= {1—2L(w0)}?* . C< wow+1 ) {1 —28(we) & (wyo) .
A=)y g otw )™ (A= lun K )
wow+1

Comme {(w) est univaleute et &(w)=F1/2, f(w) est également wuni-
valente dans le cercle d’unité: |w|<<1. On a d’ailleurs

f(0)=0, f(0)=1.

D’autre part, puisque {(w), |w|<<1 n’est jamais égale & —1/2,
nous avons, d’aprés un théoréeme fameux de M. Koebe,
1 [1—2¢(wo) | 1 —2¢(wo)

T < o).
47 A—]weld | (wo)] 4 )

En posant ¢=¢(w,), w=w,, nous pouvons 'écrire

ol 5 el
w —[wP = T1-4]

Or, la courbe C du plan w dont l'image par la transformation
¢(w) coincide avec 7 est située dans le cercle d’unité: |w|<<1. Soit
W un point quelconque de la courbe C et considérons le rayon du
cercle d’'unité: |w|<1 qui passe par W. La partie de ce rayon
située entre w=0 et w= W sera désignée par R(W). Posons &=¢(0).
L’image I" du segment R(W) par la transformation {=¢(w) part du

point & et se termine en un point { situé sur le segment: ——% <

R < +%, J¢=0. Intégrons Vinégalité (1) suivant la courbe I. Nous

avons alors |dw |=d|w]|, et par suite

R I NSBE

o 1= —Jpl1—4e2| —lp1—a220
c. ad.
1, 1+|W|_>_3~l10 1+2¢ 1-26 _>_y 1420 1-28
2 1 0w| 1-2¢ 1126 1= 4 |°E[1-a 1xec,
ou en posant z2=2(, 2,=2{,
1+|W| l1+z 1—2
21 > |log| 2 T%.2"%
1w = %= 1+

Désignons par 2 le nombre situé dans le segment: +1<Rz<-+1,
Jz=0, satisfaisant & ’équation :

11—z _| 1—2

1+25 142 1
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Désignons encore par S; et S; les deux segments resp.
Si: B <R:<+1, Jz=0; Se: —1<Re<z5, Jz=0

Pour tous les points z de S;, nous avons |(1+2)(1—2) /(1 —2)(1+2z)|>1,
et par suite

(2) <1+|W‘>2> 1+z.1_20 =1+Z.1—‘Z(’)k.
1-\W|/ T l1—2 142z ! 11—z 142

Pour tous les points 2 de Sy, nous avons |(1+2)(1—2)/(1—2)(1+2)| <1,
et par suite

3) (1+|W| >|1-2z 1tz |_1-2 1+z
——lWl 142 1—2 ! 142z 1—
Pour les valeurs z de S;, transformons la variable z par
* *
4 =2T% oy = $tH_
S Y 1—225 1+ 2

D’autre part, comme nous pouvons écrire

142 1—2
lzl+*

et, que la transformation linéaire laisse invariant le rapport anharmo-
nique, nous avons

VIV > 1, +1,0,0=1T2 o 1.
(1—|W| = pO=1" <p<

=(—1, +1, 2, 2z5)

1+|W | ¥

Alors, la fonction (1 IWI) étant monotone croissante, nous avons

® Wiz =

Pour les valeurs z de S,, transformons la variable z zur
(6) p=A 2 gy g= B P
1—22 1—yzy
Nous avons alors
2
(M) Z(—1,+1,—Z,—z:)=(+1,—1,—50,0):’1:'_—?-, O<¢<1'
1-|W| 1—9

Par suite, ici encore, nous avons I’inégalite (5).
Si Pon pose {3 =2/2, les formules (4), (5) et (6) nous donnent
alors les inégalités suivantes :

f* log —L—de < j log"'—‘/l_?’z_dc
0

1
=F log 1—4CC’3‘+1/(1—152) (1—4657) g
& 20 —-¢5)
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d5<j ogl—'l'—‘;ﬂdc
3

Iy

<l 11— +vV A—4 1 -4
= ! 0 0 7d¢.
J s oe 2 —0) ¢

Par conséquent nous avons

j log -+ —dt < jl —dc+j log — 1 d¢

W 2T E-¢
+Ll 1—- 4cco+1/(12 4% (1 —-457) 40

1

1 4
— [ 1o ¢ —epae— |, tog 5 —0)az
g -z

+—1- * 1 _ A2
+s flog 1426 4;/1—40’%
2

Or, d’'une part, l'inégalité entre les moyennes arithmétique et géo-
métrique nous donne

/1472
sll 1— 4cco+21/1 ‘szc g 1— 4CC0+211 ‘szc

2

1 S 1 SR
+ [ 1og LHRGHVIZAL gp g [f109 THV 120 g
0 0

et d’autre pa.rt en posant

A= s log (C—¢¥)de+ j log (&3 —)d¢

=(_;——c:;) log (%—ca‘)+(%+c:) log (%H&")—l ,
nous avons

x A _pxq o 14265
log —==2>0.
gy =B o =

Celui-ci entraine

foperal :
a=[ogeac+|  tog(—0ae=2*rog tax,
0 ) 0
et enfin nous avons

1 1 .
1 7, 1+V1-48 n
1 < log —————=—=d{=—,
S og lWldC 250 og o dg 2

c.q. f.d



