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68. Sur les équations fondamentales dans la géométrie
conforme des sous-espaces.

Par Kentaro YANoO.
Institut Mathématique, Université Impériale de Tokyo.
(Comm. by S. KAKEYA, M.LA,, July 12, 1943.)

§0. Dans quelques travaux antérieurs®, nous avons trouvé les
équations de Gauss, de Codazzi et de Ricei dans la géométrie conforme
des sous-espaces riemanniens.

Mais, si Pon étudie la condition nécessaire et suffisante pour que
les trois tenseurs conformes fondamentaux (°g;x, PMjip et Lpg: déter-
minent un sous-espace plongé dans un espace euclidien, on obtient cing
relations entre ces tenseurs conformes fondamentaux, dont les trois
sont les équations conformes de Gauss, de Codazzi et de Ricci pour un
sous-espace dans un espace euclidien®.

Le but de cette Note est de trouver les deux autres équations
conformes pour un sous-espace dans un espace riemannien général.

Pour cela, on introduit un tenseur conforme Cj; et une scalaire
conforme C qui joueront un role trés important dans la théorie des
espaces & connexion conforme et la géométrie conforme des sous-espaces
riemanniens.

Une autre application de ces quantités conformes sera trouvée dans
la Note suivante.

§1. Considérons un espace i connexion conforme normale C2,
et prenons, dans chaque espace tangent de Mébius M, le repere de
Veblen [A,, 4;, A.]?, alors, la connexion conforme normale sera re-
présentée par les formules de la forme

dA, = dr*4,,
1.1) dA, = II%de” Ay+ 1T, dov A, + 115, do” A...
dA.= ,dz" A, ,

ol
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conforme des espaces de Riemann, Proc. 15 (1939), 340-344; K. Yano et Y. Muté:
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espaces de Riemann, Journal of the Faculty of Science, Imperial University of Tokyo,
4 (1941), 117-169.

2) K. Yano et Y. Mutd: Sur le théoréme fondamental dans la géométrie conforme
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Ay Hy Yy ... },2, ceeeeey M
4) Les indices { i, J, k, ... parcourent les symboles { 1,2 ... , m respectivement.
P,Q,R, ... mm+1i,..,n
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A0A0=01 AllAv=glwr Aovoo: ’ A0A1=07 ANAA=0’ AOAW=—17

R Rg, oo
et e,=—"w + L2 , ”ip = g2 I , IIg= ,
w n—2 2(n—1)(n—2) 9" 5w =G

A =2 -1 la( 0o | 000 _ 0w ,
T e e R
R, et R étant respectivement le tenseur de Ricei et la courbure
scalaire formés avee les composantes du tenseur de courbure
6 Ap a 2 a a
Ria=0at _Sied | oy 2y —ayedy.

Cela étant, considérons un sous-espace 4 m dimensions défini par
les équations paramétriques

1.2) =2l 22, ..., 2™ ,

et définissons, 4 chaque point de ce sous-espace, le repére [A;, 4;,
Ap, As] par

A= A,
A i= B; 1 Al ’
(13) Ap=  BA, +Bi4,,

A;=%Bb°BiJ°Ao+Bir°Bé‘AA+ Ao,

ol B&I =@:— ’ gik=g#vB;'”Bl;v ’
0x
et B3' sont définis par
gan.'.iuBI.’y=0 » guuBf."‘Bév=3PQ .
Or, si 'on pose la condition que la moyenne de dAydAp par
rapport & d«’ g’'annule, soit, qu’on ait

(B#'9in—9.sH;i*Bi¥)g™* =0,
on a
(L4) By= ! He,p,
m
ou nous avons posé

Hii= "”55;5+B;-”B,;~{,3,}—B;I{jz}=H,~kpBIu* Hiwp=g"Hyp.

Les points et les sphéres [Ag, A;, Ap, As] étant ainsi définis, leurs
déplacements d’aprés la connexion conforme de I'espace ambiant sont
donnes par

dA;= dat A;,

dA; =Y dae* A+ I}, da* A+ I pda A p+ Nada* A, ,
dAp=12,da" Ay + Mida* A+ H prda*Ag ,

dAs= Hido A+ oprda®Ap

(1.5)
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( :k_ B ”Bk —'—H a.PHJkP+_H H ngJk )

be=Bi(Bik+ {n‘}'}B D) ={i},

(1.6) Opp=Mip, ij=gjk ,

H%k=~H? .+ 11%,B#B;* ———-LmH “aQ 5

= —g"Mup, IHpow=Lpq, Ho‘ek=9"”jk, Hoprp=11%,
et
( {ji}=%g‘a(gaj.k+gak.j_gik.a)v Bi=9%g,.B#",

M;ii=H; - —;Q"" Hai’gi,  Mi'=M;pBi?,

Lpox =0, Br¥ 1By

la virgule et le point-virgule désignant respectivement la dérivée
ordinaire et la dérivée covariante.

Cela étant, la connexion conforme induite sur le sous-espace (1.2)
est définie par

BA") = dx‘Ai ’
1.7) 0A; =113dx* A+ ITjda* A+ T5da* A,
0As= Nida*A; .

Mais, on peut, d’autre part, donner aussi la connexion conforme normale
intrinséque au sous-espace (1.2) par

*3A;= dri A;
(1.8) *34; =*ITSdo* A +* I}, da* A+ * ITdo* A,
*A.= *Nida A, ,
ol
. . R+ 9°°Rangin *
; = — bkt 0" Ralik oepri {4y
1) — + 2m—1)(m—2) E={i)

*Ug=gi, *Mi=g7*1},

Rj; étant le tenseur de Ricei formés avec les composantes du tenseur
de courbure

Riu={i}a—{ALet (GHAY (A}

§2. On voit, d’apres ce qui est dit dans le paragraphe précédent,
que la condition nécessaire et suffisante pour que la connexion induite
et la connexion intrinséque sur le sous-espace coincident est que le

tenseur Cj,,=*11,,, -1} % s’annule. Dans ce qui suit, on va calculer ce
tenseur.
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Le tenseur Il,‘-",, est donné par (1.6), soit, par

1
2m?

Pour calculer le tenseur *II%, prenons d’abord les équations de
Gauss pour le sous-espace

(2.2) Rl jin=BUaR o+ Hii' Hiu— Hii Hia
ol et dans la suite on pose, pour simplicité,
Biis=B'iB/B{’Bi", Bj=ByB;’, B*=Bjg"™, Bi=B\B?.
Or, en contractant B{% au tenseur conforme de courbure de Weyl
Coo=Ruot+ 1000~ 300+ gullde—gulld, ,

HeH% g5

1) Hh=NLBYBy—HeHi'+

on trouve
BinCluw=BiiaR o+ 15, B;*Bi 8, — 11,,B;"B;’ 3
+9all}, BBy’ g™ — ginll 3, BBy’ g™ .
En substituant (2.2) dans cette équation, on obtient
R jn=BEsC o+ Hip Hiy— H H,, — 115, B;* B85,
+115,B;*Bi*8 — 915, B;* By’ 9™ + ganl13,Ba* B g™ ,
d’oll, en contractant par rapport a ¢ et k, on trouve
Ri=B3BjClyut Hii' H' — Hig* Hoy — (m—2)I15,B;*Bi* — 913, B*
et en multipliant par g’ et en contractant par rapport a j et k
9°R,=BiB*C,,+ H%H%, — H%*H%,— 2(m—1)I13, B~ .
Ces deux équations nous donnent

sd — B g*Raugi

T m—2 + 2(m—1)(m—2)
=y BB Chuut gy s BYB* Cloigit UL BB
- m—l-é (HAHo, — Hy He,) + m(m;‘mA —HG H%) g5,
soit,
@2.3) *11}3,,=112,,B;"B,;"—ml_zB}’B;’:C.‘},,.+mBﬁ'B””CMm

1

R S— ¥ (] .
2(m_1) (m__z) M-a M?blg.vk

1 g
g MM
~Lapme,+ L oHwHS

e L -badik -

Done, en tenant compte de (2.1) et de (2.3), on a finalement
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(24) Cup="0f-1

1 1
=——1 pBeci,+——L  _BIBCl,.g;
2 1055 U py 2 ( 2) 2 wolsk
1 . 1
NRER S /357 Cp——— 1 ()
g W e 2 I 2) b0 ik

ce qui nous montre bien la propriété conforme du tenseur Cj;.
Du tenseur Cj, on peut former aussi une scalaire conforme

25 C= igj “Cix= —l—gj k(" I3, — 113)
m m
— 1
2m(m—1)

Cela etant, nous allons, en passant, calculer les valeurs de 11}37
En contractant Big A Pexpression de Ci,,, on obtient

BigiClyo=BigtiR o+ 11, B6, — I, B2,
it=B4)By"Bi’B;®, Bf.=Bp"Bi’
Or, en substituant les équations de Codazzi
B RAye= —Hvp, 1+ Hiyp. x— HixgLapa+ HiroLapk
dans ces équations, on trouve
BigmClyo=—Hp, s+ Hup, o — HioLorn+ H'roLarr
+11;, B0, — 115, BE3%

done, en posant ¢=h et en sommant, on obtient

(BiB*Cilo— M2 M?y)

”;‘LBPk = m]_; 1 (BTB‘;";‘C‘LM +H?kP: e H?GP H + H?kQLQPu - H?aQLQPk) s
dob  [13Bt= —L(BYBEClunt Miriat MiaLard)

- LH Pk J*H?aQLQPk ’
m m
grice i relation
M?kp=H?kp_“];H?b % -
m

Done, en substituant ce resultat dans (1.6), on obtient

1

(2.6) 1S, =
m—1

(BYB%.CAyotM%p; o+ M%qLgpa)

§3. Les tenseurs de courbure de C, sont définis par
i = A0,

3.1) czkllA,, “‘fﬁmf !Jﬁyw;lx”ztix“?Ao+ .Qi‘#,,,,tlix"glx"’A 1

-~ dd Ao~ oA,
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~

ou
(3.2) Q,=11),.,— 11}, ,, .Qﬁ,,w=g“‘.Q°M ’
3.3) Qgﬂm=R§Aww+H&%"”&ﬁﬁ"'gmﬂim—gﬂaﬂév s

et les tenseurs de courbure du sous-espace C, a connexion conforme
induite par

BBA;, —BBA(, =0,
(3.4) 83A —Bt?A .Q dx"dac"Ao + 9 khdx"dx"A
83A,. 88A .Qo,k,,dx"dx"A, s
21 12 12
ou
(3.5) th Hsk R ”J'oh: k> -ankh 9”9 ikh >
(3.6) @i =R+ 1555 — 305+ gandli— gl .

La connexion conforme de Vespace ambiant étant normale, 22,
coincide avec le tenseur de J.M. Thomas et 2%,, avec le tenseur
conforme de courbure de H. Weyl.

Donc, d’aprés la notation habituelle, nous les désignerons par C.,,
et C1,, respectivement.

Mals, la connexion induite n’étant pas toujours normale, en sub-
stituant

=1}~ Cx
dans (8.5) et (3.6) on obtient respectivement
3.7 23,=Chs— Cix: s+ Cin: .»
(3.8) Qi =Chn— Cidh+ Cindk — girCs+ ginClx .

ol C’,f}‘;. et C%, sont les tenseurs de courbure de J. M. Thomas et de
H. Weyl pour le sous-espace et Ci=g"Cj.
Or, nous avons

(89) ddA;—ddA;=(hu+Hurlli— MpplE)o"de As
+(Lijen+ M jzplly —Hth”}"k){lxk 421%“‘4;
+Like; s— e v+ il orn— Minellgpr
+ girlloopn—ginll. &Pk){ixk (!:D"Ap ,
3.10) ddAp— ddAp= (T n— 13y, o+ D81, — TEITE,
+ Hpqul1és— Hpgnll ok)dfc"dx"A o
+ (T a— M 2t Mol qpn— Ménllgpy
+ ”gkai -1 gh"fc)flixk 12190" A;
+(Upqr; n— M pon; &+ M Ecllano — M gall g
+ pprllpoy— 11, PRh”Rok)tlixk gZ"AQ s
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et d’autre part
(311) ddA;—ddA;=dd(B}"A,) - dd(By'A,)

=(Birap. -,LH?ameBf,:gga,w)dkaAa
+Biine "umdm"d:c"A +BpBiR .Q‘,,,,da;"da-,“AP ,
(312) dddp— ddAp—( ,,,mm--He,QBQ, fa"ﬁgfwa,)clim"czld‘Aa
B2, nﬂfl?kdth +Bq,B ”ﬁ,gfn,u(lix"gix"flq .
Done, en comparant les coefficients, on obtient, des (3.9) et (3.11),
(3.13) B'M"ng——H & B Q= O+ Mp T — eI,
(B14) BER@,.=2%5m+ Hpplli— Hppllty,

(8.15) BpBin2%e=Ixp; h— linp; 1+ Mgl qen— MingMgpr

+gillepn—ginlleps »
et des (3.10) et (3.12)

(8.16) Bpael. —H @ BEAOY = [T — I o+ 31T
— N8.08+ MpqulTéu— Mponlld:,
(3.17) Bl =1I}y. 1— My 1+ Ml qpn— MnlTgpr
+ I3~ T34
(8.18) Bo:BEa2Ye=1pqr; n—Upan; &+ MEllae— Mgl lare
+prillron— M prillrar -

Or, si I'on substitue les valeurs (1.6), (2.4), (2.6) et (3.7) dans
I’équation (3.13), on obtient

(3.19) B;-‘,:’:C,‘im——:;H?,,,B;‘,‘,’;’C!W

; -1  pewcig.
BECn™ D m—2) 10 C“‘”"’”‘lu
1 : ______1_ uy (Y3 .
+ m—2 e 2('m,—1)('m——2)B.}B C.,,,,,,g,,.lk

~— = My BIBE Clont— L= M BYBECl

=, — _I_M:'IMG —_  MY¥Me.q.
jkh — ja" L ep 2m—1) (m—2) @ -blgak:l;h

— -4 1 b AN .
[ § MM o M Mugan | |
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1
+ e M (M %p; o+ M%qLgpa)

—_ﬁl—l e AM%p. o+ M%qLqpa) .
Dans le cas de lespace conforme i un espace euclidien, c’est-a-dire,
dans le cas ol les tenseurs CJ, et C2,, s’annulent tous les deux, nous
avons déji rencontré ces équations®.
Cela étant, substituons cette fois (1.6), (2.4) et (3.8) dans (3.14),
alors, on aura

. 1 " Y 1
(3.20) B%ﬂnym—[;_—zBﬁ’Bka.%m—z—(——_l}meB” Cluulin |0k
R Cha— b BIB*Cluga i
A58 ny 2(m 1)(m 2) Cmgih
—'gjk[ 1 pepmei,.— 1 pepwgi .,g..;.]g""
m—2 2(m—1)(m—2) "y
1 1 :
. BeB&CYe— ——— BIB™CA
+g"'['m—2 1DarC o 2(m—1)(m—2)B?B C,,,,.,,g.,,,]g‘”
=Clun— Mii* M+ MM
1 .
- -—~M M= M Mg,
2(m—1)(m—2)M Mg
+[_.. — M AM %, ————-—l————-—M WM '-'ugih]'”c
? 2(m—1)(m—2)
1
p ____-MulM —_—M%MS,
9 m—2 M o m—1)(m—2) "“r]
. —‘-fM.‘.;‘M'.‘ —_____1——_M?:,“ %0% |
+gin 2 B =) m—2) M, l:]

Ce sont les équations conformes de Gauss que nous avons déja
trouvées d’une autre maniere®. Substituons cette fois (1.6) et

Hepr=1I1%,= ;Ll_ 1 (BsB%.CAys+ M%p. o+ M%qLop.)

dans (3.15), alors on aura

(3.21) BpBiClie— gakB"’Bm. ot - l‘IthBm B#.Clue

JkP T h— d5pp k+ lu:ikQLOPh - thLQPk

+ 1 9it(M%p; o+ M%oLord
m—1

_.1 9i(M%p. o+ M%0Lopra)
m—1

1) K. Yano et Y. Mutdé: Sur le théoréme fondamental..., déja cité, (48).
2) K. Yano: Sur les équations de Gauss......, déja cité, (3.14).
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Ce sont les équations conformes de Codazzi®
Cela étant, substituons (1.6), (2.4) et (2.6) dans (3.16), alors on
trouve

(3.22) BgaCho— Hf‘.,;B‘i»“,:}.C.‘},,,,,

"m_(B"B 5:Chvw) l.+ (B”B%,C,,,.,) ik

- -—————-M %pB3B%CA ,,,,..,+
m-—

%pBiBsiClue
— 1 LraiBiBEChut — L LoouBiBEChue
m—1 m— 1
= ._lw(M?,‘p; ot M%qLgpa);
m —
—_ _.(M“ sat+M%qLgpa):.
"

+—~——M R,;.——M" R
m—

+ 1 Lroi{M%q; o+ M%rLrqa)
m—1

E_ i Lpoi(M%q; a+ M%zrLrqa) .

Nous avons aussi rencontré ces équations dans le cas de 'espace
conforme & 'espace euclidien®.

Les équations (8.17) ne donnent pas les nouvelles équations, ce
sont les équations conformes de Codazzi.

En substituant fihalement (1.6) dans (8.18), nous avons

(8.23) BqB#5Cuo=Lpar; n— Lpan; t— M %pManq+ M%pMurg
+LpriLron+ LernLirgx »
ce sont les équations conformes de Ricci.

1) K. Yano: Sur les équations de Codazzi ..., déja cité, (2.5).
2) K. Yano et Y. Mutd: Sur le théoréme fondamental..., déja cité, (49).



