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124. $ur la variation d’une fonch’on de representation
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(Comn by S. KY, .L., Dec. 13, 1943.)

1. On sait que les considerations de la variation d’une fonction
de reprentation conforme lorsque ]e domain varie, sont tr utiles
pour dvelopper la thorie de representation conforme des domains
simplement connexes, et pour traiter ce problme, on a actuellement
deux mthodes, bien connues d’ailleurs, l’une est celle de M.K. LSwner)
et l’autre celle de M.G. Julia). Mais, on devait attendre jusqu’en
1936 pour que les utilits remarquables de la m6thode de M. K. Lwner
aient 6t6 reconnues pour la premiere lois par les savants sovi6tiques,
M. G. M. Golusin et M.J. Basilewitsch, bien que M.K. L6wner ont en
d6j montr6 les applications tr importantes de cette m6thode trouv6e
par lui-m6me. M.K. Joh a aussi app!iqu6 la m6thode de IL K. L6wner

sea 6tudes sur les fonctions univalentes. En ce qui eoneerne la
m6thode de M.G. Julia, on en a d6j quelques applications trouv6es
par M.G. Julia lui-m6me) aux quelques 6quations fonctionnelles et on
a de plus par cette m6thode quelques r6sultats int6ressants sur la
repr6sentation conforme, dus M.M. Biernaeki.

Or, le proc6d6 qu’on employait po-tr d6duire ee qu’on appolle
l’6quation differentielle fondamentale de M.K. L6wner a 6t6 bien corn-
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pliqu. Mais, l’auteur de cette Note a tout rcemment donn une
dmonstration trbs simple de ce rsultat), et il a aussi montr qu’on
peut obtenir, d’aprs la consideration analogue, l’quation diffrentielle
fondamentale correspondant m6me au cas des domains doublement
connexes, et qu’on peut dS:<luire systhmatiquement et analytique-
ment non seulement les rsultats de M.O. Teichmiiller) mais encore
quelques rsultats nouvauxs). Mais, il me semble que, pour quelques
questions et surtout pour les applications actuelles, le thorbme de
M.G. Julia, d’aprbs sa proprit elle-m6me, a la possibilith d’etre
appliqu ces questions avec plus de fruits. Le but de cette Note
est de donner une dAmonstration simple des rsultats de M.G. Julia
pour le cas des domains simplement connexes, et en mme temps de
dOluire les rsultats correspondants au cas des domains doublement
connexes. Deux domains arbitraires simplement connexes ayant plus
d’un point-frontibre sont en gnral toujours reprsentables l’un sur
l’autre conformment. Au contraire, deux domains doublement connexes
peuvent tre reprAsents conformment quand et seulement quand un
invariant conforme, et un seul essentiellement, associ au domain an-
nulaire, c’est-R-dire, son module d6fini comme le logarithme du rapport
(> 1) des rayons des circonfrences concentriques formant ces anneaux
sur lesquels deux domains doublement connexes en question peuvent
.tre reprsents conformment, soit le mme pour ces deux domains.
Par consequent, cette circonstance nous indique qu’il faut considrer,
quand le domain varie, aussi la variation du module, ce qui n’tait
pas forcment ncessaire pour le domain simplement connexe, mais ce
qui est absolument indispensable pour le domain dotblement connexe.

2. Considrons sur le plan w, d’aprs M.G. Julia, un domain D
limit par une courbe simple ferme C, analytique et rgulibre, et
dsignons par

z=(w), Ca)=0, ’(a) > 0,

la fonetion qui fournit ta repr6sentation conforme du D sur le eercle-
unit6 zl< 1, oa a d6signe un point de normalisation choisi arbitraire-
ment mais fix6 une fois pour routes. Cette normalisation ne joue ici
qu’un r61e 6pisodique. D’aprs l’hypothse de l’analyticit6 de la frontire
C, la fonction z=ED(w) peut 6tre prolong6e analytiquement au del de
C sur un domain appropri6. Done, cette fonction donne en m6me
temps la repr6sentation univalente d’un domain zt simplement connexe
contenant le domain ferm6 D+C, sur un domain ayant comme sous-
domain le cercle ferm6 zl< 1. Or, nous allons, dans la suite, faire
varier la courbe-frontire C, mais, nous supposerons que la variation
se fasse toujours clans le domain z, et que le domain obtenu par cette
variation contienne le point w=a dans son int6rieur. Sous ces hypo-
theses, M.G. Julia a 6none6 le th6orme 1 ci-desous sur la variation

6) Y. Komatu, ber einen Satz yon Herrn LSwner, Pro 1 (1940), 512-514.
7) O. Teichmiller, Untersuchungen fiber konforme und quasi-konforme Abbildung,

Deutsche Math. 3 (1938), 621-678.
8) Y. Komatu, Untersuchungen iiber konforme Abbildung zweifach zusammen-

b54ngender Bereicie, Proc. Phys.-Math. Soc. Japan, 25 (1943), 1-42.
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de fonction de representation ($(w) correspondant R la variation de D,
et en a donn6 deux dmonstrations9). Ici, nous en donnerons une
dmonstration plus directe et plus simple que celles de M.G. Julia R
l’aide d’une mthode, analogue R celle de M.G. Julia employee clans
sa deuxime dmonstration, mais suggr6e aussi par la mthode de
l’auteura), qui nous conduit t l’6quation de LSwner par l’emploi de la
forrnule de Poisson pour les fonctions holomcrphes dans le cercle-unith.
Dans la dAmonstration qui va suivre, la circonstance est un peu simple
R cause du fait que !’on considbre seulement la variation de la fonction
de reprAsentation et par consequent on peut se passer sans proc&l de
faire tendre vers zro qui apparait dans la dmonstration du thoribme
de M.K. LSwner et qui consiste chercher l’quation diffrentielle.
De plus, la mthode suivante nous fair voir bien clairement l’analogie
entre deux mthodes quand on passe de la mthode pour le domain
simplement cormexe celle pour le domain doublement connexe. Com-
menons par la dmonstration du th60rme de M.G. Julia.

Thoribme I. Soit comme

z= #(w), (a)=O, ’(a) > O,

la fonction qui reprsente le domain D barn et entour par une courbe
simple ferrule C, analytique et r$gulie, sur le cercle zt< 1, et

z=*(w)=(w)+(w), *(a)=0, *’(a)>0,

la fonction qui repr$sente l’int$rieur D* de la courbe C* simpl ferrule,
analytique et r$gulibre, qui s’obtient de C lorsque ehaque paint o de C
se dplace de clans la direction normale C, mr le cercle-unit
zt < 1. Alors, l’$quation de variation

(___w_)=___I (w)+() ’()----[.d
V(w) 2i c V(w)-() ()

est valable pour ohaque point w compr dans la partie commune D
et D*, o l’intgrale est, comme d’tude, calcul pour un tour
complet le long de C dans le sens positif par rapport D.

En effet, si l’on considre la fonction

d4finie par la relation

T((w)) *()-=()+()

entre deux fonctions de repr6sentation (w) et *(w), c’est une fonc-
tion qui reprAsente le domain transform6 de D* par la fonction z=(w)
sur le cercle-unit4 [ZI < 1, et elle est en mme temps une fonction
qui reprsente l’inthrieur du cercle-unith z]< 1 sur le domain trans-
form6 de D par la fonction Z=*(w). Done, on a videmment

T(0)=0, T’(0)= v*’(a) > 0
’(a)

9) Voir loc. cit. 2) Co).
10) Voir loc. cir. 6).
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et T(z). tant holomorphe et ne s’annulant pas dans zl< 1, si l’on

considre la branche de la fonction logarithmique lg T{z) qui prend
z

la valeur r6elle lgT’(0) R l’origine, cette fonction est uniforme et
holomorphe dans zl 1. Par cons6quent, on peut la representer par
la forrnule de Poisson

e-zlg T(z) 1 lgl T(e’’) -e,, d (I z] < 1).
z 2r -z

Dans la suite, on ne tient compte pas, comme d’habitude, des quantiths
d’ordre sup6rieur R un lorsque l’on traite la variation d’ordre un. Par
cette convention, on en d&luit

( de(w) (P*(w)- 11 e’’+(w)d(w) =lg 1+ =lg g

pour z=#(w). Dsignons par d=*- le d6placement normal partant
d’un point e=e" sur le cercle-unith zl=l et arrivant la courbe
transform6e de C* par la representation z=(w), et par et * les
points qui correspondent aux points et * respectivbment dans la
reprAsentation par z=(P(w), soit (P(w)= et (l)(,o*)=e*. Alors, R cause
du fait que la conformit6 de representation est conservde mme sur la
frontiibre, d=*- donne le dplacement normal de C h C*. Cela
dit, la grandeur du dplacement de =e’ le long de la normale du
cercle-unith est

la signe plus devant tre prise quand le dplacement se dirige vers
l’inthrieur du cercle-unith, et la signe minus dans le cas contraire. En
tenant compte encore de la conformit de la representation sur ]zi 1,
on obtient, au point

(,)

Or, T(e)=(P*(), T(*)=(P*(,*) par la d4finition, donc, en remarquant
que *(*)I=1, on a, d’aprbs notre convention,

lgl T(e)I=]gl *(*)-(*(*)- v*())

en ne tenant compte que des quantits d’ordre un. Donc, en employant
cette relation et l’quation

obtenue de e=(,,,)=e% on arrive l’quation de variation cherche.
On a ainsi dmontr le thorbme de M.G. Julia.
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Remarquons, en passant, qu’on peut dduire, sans difficulth, du
thorbme qui vient d’etre dAmontr, un thorbme concernant ia varia-
tion de la drive (’(w) de la fonction de representation

Thorme 2. Sous les mmes conditions que celles du tme 1,
o a

(w) 2=i o (w)-() (w)--(,) ()

sm$r variation de ce qu’ a mule ruit
1 D, trove

’(a)_ ’()d.
’(a) 2 v ()2

3. Corrndant R la formule de Poison l foncons
holomorphes dans un cercle, si la pattie rlle ifoe de la foncon
f(z), anMyque et holomorphe (n’nt pas nirement ufome
R c d’une rie de la pare imanaire) dans l’annu crculaire
ncentrique Q [z[ 1, se les valeurs sur la frontibre

alors on a la fomule suivan de Villat cet foncon

2
off c est une constan rlle et tous les nofions emp de la
thrie des fonctions elliptiques mpnt aux cefi dont 1

ries fondentales 2 et 2 sasfont au

_
i lg 1

, . Pour

que la fonction (z) donn p cet exprsion soit unifoe ns le
domain [z[ 1, il faut et il sut, comme l’on ut filement le
vfier, que

Ici, le raprt -- t ul en question, et on ut sialement prdm

aomme
1

ce qui simplifie un u la rome de l’expression.
Or, on considbre sur le plan w un domain annulaire D limi par

la circonfrence du cercle-unit et une co simple fem Q analy-
que et rlire, trouvant en dehors du rclu et l’enant,



604 Y. KOMATU. [O|. 19,

1et on dsigne son module par Ig , et la fonction qui fournit la repre-

sentation univalente et conforme de ce domain sur l’anneau circulaire
1concentrique 1 <lzl <-Q- par

z (w) ((1)=I.

La fonction ((w) se dtermine uniquement par cette condition de
normalisation n w=l. Nous allons dmontrer le thorme suivant
qui donne la variation de la fonction de representation ((w), quand
on fait varier le contour C dans un domain annulaire / dans lequel
la fonction peut tre prolong,e analytiquement et qui eontient le domain
ferm D+ C.

Thorbme 3. Soit, comme il a t dfini en haut,

z=(w), (1)=1,
1la fanction qui reprdsente le domain annulaire D au module lg-D et

limitd par w I--- 1 et C sur l’anneau 1 < z < --, et lg- lg
Q

Q (Q* =Q+SQ) le module du domain annulaire D* limitd par

wl=l et la courbe simple fermde C*, analytique et rdgulire,
s’obtient quand chaque point ,o de C se ddplace de &o dans la direction
norm a C, et enfin

z=*(w)=((w)/3(w) (*(1)=1,

la foncion qui le reprdsente sur 1 < lz] < 1 Alors, on obtient
Q*

l’quation de variation

2, lg V(w) Q
Q

en chaque point w contenu dans la pattie commune a D et 4 D*, o’
l’intdgrale est supposde d’dtre calcul pour un tmr complet le long de C
dans le sens positif, et les notations empruntes de lat des fonctions
elliptiques se rapportent aux p fondmentales 2--2 et 2

2i lg 1.
Q

En effet, par un raisonnement tout fair analogue celui dans
la dmonstration 0rc0iente, on volt que la fonction Z= T(z) introduite
par la relation

est celle qui repr.sente rimage de D* par z=P(w) sur l’anneau
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1 11 <=lZI - et en mme temps reprKente l’anneau 1 [zl <--Q-
sur le domain transform de D dans le plan Z par Z=*(w). On a

videmment T(1)=I, et T(z____) tant une fonction holomorphe qui ne

1s’annule point dans l’anneau ferm 1 izl -Q-, la branche de lg T(Z)z
est une fonction analytique de z, holomovphe dans cet anneau. De plus,
si z fait un tour complet dans le sens positif autour de zl 1 dans
l’anneau circulaire, soit si lg z se transforme en lgz+2/, la fonction
lg T(z) se transforme en lg T(z)+2, donc, sa branche est une fonction
uniforme de z. Par consequent, en appliquant la formule de Vill,at
cite en haut la fonction

Q" T( z-- (f(Q)-lg Q rlle)f(z)- lg
z \Q/ --holomorphe et uniforme dans Q zl 1, on obtient

Q* T( z__ 1 ’l Q*

J0 Q

dans Q <lzl 1, les valeurs de 9f(z) sur la frontire tant

f(e’’) lg Q* T f(Q’) lg
Q Q

off (u) et a(u) sont celles qui se rapportent aux lriodes fondamentales
12=2u et 2w3=2ilg-Q-. Alors, en remarquant les formules simples

et en crivant Qz au lieu de z, on obtient

lg- T(Z)_z il Ii’lg Q* IT(-) [-(ilg Qz+)d,
2___(i lg Qz/r)flQ-Q -t-/c

1dans 1-lzl-. La constante c tant dtermine en posant z=l

dans cette relation, et en soustrayant l’quation ainsi obtenue de la
relation prc0iente, on trouve

lg T(z)-lziIlgQ* ]T(-)I.((ilgQz+)-(ilgQ/))d
2rillg z Q

= Q
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Cela tant, on pose comme auparavant

la grandeur du dplacement 8=e*- partant d’un point = e sur
Q

1la circonfrence zl=--D- et arrivant la courbe de l’imag.e de C* par

z=(w), oh l’on fait la convention d’aprbs laquelle la signe plus dolt
tre prise si le dplacement se dirige vers l’inthrieur de l’anneau. Or,
en posant =(#() et * (*), et en remarquant que (*(*) [- 1

Q*’
on volt facilement que

=lgQ" *(m*)-*,(o)ml=lgll- ’(m)..a
(.,)

’(.,) ,,,,
(.,)

en ne tenant compte pas des quantits d’ordre suprieur.
cette relation et les quations

En employant

d- dE 1 0’(,o) .do, i lg Q+ =i lg 1
ie i (,) ()

d&luites de =-ilgQ=-i lg Q($(), on obtient l’quation de variation
indique dans le thorbme, en posant z=(w) et T(z)=(P*(w).

Comme l’on voit dans la dmonstration du thorime precedent,
Sd=(#)d, donc en dsignant les grandeurs des dplacements
d et par dS et N respectivement, et en remarquant que la con-
formit de representation se conserve mme sur la frontibre, on s’assure
de la validit des relations

off la dernibre grandeur est toujours relle, et positive au point off
C se prolonge en C* dans la direction extrieure, et ng’ative au point

off C se contracte en C* dans la direction inthrieure. Si l’on crit
le deuxime membre de l’quation de variation du thorbme en terme

de cette grandeur, on obtient tout de suite les expressions de

et arg (w) en comparant la pattie relle et la partie imaginaire de
deux membres.

Pour la variation de la drive ’(w) de la fonction de reprsenta-
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tion, le thorbme suivant s’obtient facilement en partant du thorbme
precedent

Thorme 4. Sous les mdms hypotheses que celles dans le thJorme
pried,dent, on a

(w) (w) v’(,).
2, aQ

Q

et par consequent, au point de normalization w= 1, on a ement

Enfin, nous nonons un thorme qui reprente directerffent la
variation du module apparu dans le dernier terme des seconds
membres des expressions dans les deux thormes dmontrs, et par
consequent un thorme qui donne un compl’ment pour ces thorbmes.

1 aQ_. onaThorme 5. Pour la variation du. module lg-Q Q

aQ_ 1
Q 2

Ce thorme se dmontre facilement en appliquant la condition
d’uniformit dj remarque la fonction

f(z) Ig Q T( z
z Q/

(Qizll)

employee dans la dmonstration des thormes prcbtents.
dans ce cas, on a, de cette condition,

En effet,

donc, on en dbiuit

I1 est bon de remarquer l’analogie entre la relation montre dans
le dernier thorme donnant la variation du module suivant la varia-
tion du l’image et la relation prcOlente donnant la variation de la
drive au point de normalisation w=a dans le cas du domain simple-
ment connexe. Par cela mme, on entrevoit la relation troite trs
remarquable entre le module du domain annulaire et le module rOiuit
du domain simplement connexe.

Remarquons enfin que, les relations



(08 Y. KOMATU. [Vo|. 19,

(z)=-z’(z) a(w)
(w)

ar’(Z)= ’(Z) OCO’(,) --Z"(Z)
O’(W) (W)

6rant valables pour la fonction inverse, w=(z) de la fonction de
repr6sentation z=0(w), on peut facilement d6duire les repr6sentations
pour ces grandeurs on partant des thor6mes correspondants.


