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Ober die Harmonischen Tensorfelder in Riemannsclen
Mannigfaltigkeiten, (1).

Von Kunihiko KODAIRA.
Physikalisches Institut der Kaiserlichen Universitt, Tokyo.

(Comm. by TAKAGI, M.I.A., April 12, 1944.)

/. Existenz der Harmonischen Tensorfelder
mit gegebenen Pevioden.

Die Beziehung zwischen Topologie und Tensorfeld auf Mann/g-
faltigkeiten ist schon von mehreren Autoren untersucht wordenI. Im
folgenden geben wir davon eine kurze Zusammenfassung, wobei aber
bemerkt werden soll, dass man eine formal ibersichtlichere Theorie
bekommt, wenn man dem Tensorbegriff den dazu dualen Begriff der
Tensordichte gegeniiberstellt. Der obere Randoperator r*" operiert
auf Tensorfelder; der untere Randoperator r" auf Tensordichte.
Erst in Riemannschen Mannigfaltigkeiten, wo wegen der mittels Metrik
bestimmten Zuordnung der Unterschied zwischen den beiden Begriffen
sozusagen verschwindet, lassen sich die Operatoren r* und r be/de
auf Tensorfelder operieren. Harmonisch heisst dasjenige Tensorfeld e,
woffir re=r’e= 0 gilt. In diesem Teil I beweisen wir die Existenz
der iiberall reguliren harmonischen Tensorfelder mit gegebenen Perioden.
Dabei bedienen wir uns der Weylschen Methode der orthogonalen
Projektion ,,s. Den Beweis eines dabei benStigten wichtigen Lemmas,
das bei Weyl nur im Fall des Euklidischen Raumes aufgestellt ist,
tragen wir im 4 nach. Die Tensorfelder mit Singularititen betrachten
wir im Teil II. Es wird sich zeigen, dass mit unserer Methode auch
die klassischen Theoreme der Existenz der Abelschen Integrale auf der
Riemannschen Flche sich leicht beweisen lassen.

1. Kombinatorische Topologie der Homologie-Mannigfaltigkeiten.
Zunichst erinnern wir uns an einige fundamentalen Eigenschaften der
Homologie-Mannigfaltigkeiten. Es sei K=K ein n-dim, endlicher
simplizialer Komplex, t ein p-dim. Simplex von K. Die p-dim, alge-
braischen Komplexe mit reellen Koeffizienten auf K bezeichnen wir
mit A, C, , etc. r bzw. r* sei unterer bzw. oberer Randoperator
[t:t-1] Inzidenzzahlen dann gilt

(1.1) rt 2[t t-*]t-(1,1)* r*t= v[t+l t]t/

1) u.a. yon G. de Rham, E. Cartan, W.V.D. Hodge. Siehe insbesondere G. :le
Rham: Ober mehrfaehe Integrale, Abh. Math. Sem. Hans. Univ. 1 (1988), 818-339,
wo auch Literatur angegeben wird.

2) Hodge nennt das harmonic integral ". W..V.D. Hodge: Proc. London Math.
Soc. Ser. 2 Vol. 36, 257-303; V.ol. 38, 72-95; Vol. 41, 483-496.

3) H. Weyl: Method of orthogonal projections in potential theory, Duke Math.
Jour. Vol. 7 (1940}, 411-444.

4) Vgl. H. Freudenthal: Alexanderscher und Gordonscher Ring und ihre Iso-
morphie, Annals of Math. (2), Vol. 38 (1937), 647-655.



No. 4.] Ober die Harmonischen Tensorfelder. 187

t t" soll bedeuten, dass t eine Seite yon t ist. L(K) sei der lineare
Raum der -dim. algebraischen Komplexe auf K, Z(K) der Raum der
o-dim. unteren Zyklen, H(K)=r.L/(K), B(K)=Z(K)/H(K) ist dann
die -dim. untere Bettihe Gruppe. Entsprhend sei Z(K) der Raum
im. orer Zyklen, H(K)=r*L-(K), B(K)=Z(K)/H(K) ist nn
di dim. ore Beische Gruppe. Das Produkt zweier Elemen
ffi2.t und Cffi2c.t aus L(K)ffiZL’(K) wird definiert durch

(1.2) (, C)=2. c.
(, C) wird wie inneres Produk" gerhnet. Offenbar gilt

(.3) (, rC)=(*, C).

r* ist also adjunerr Orator" yon z. Bezeichnet man das ortho-
gonale Komplement von ML in L mit L-M, so gilt

(1.4) Z(K)=L(K)-H(K)

(1.4)* Z(K) L(K) H(K)

Ferner zeichnen .wir mit N die norle Unrilung yon K;
das ist der Komplex mit Eckpunkten $ (Simplexen yon K) und mit
Simplexen (t0, t, ..., t) ffir t t in K. Der Unterteilungs-
orator t wird durch

tt z[t, -, ..., 0] (t, t-,, ..., to)

definiert), wobei

It, t-’, ..., t’, ] It "t-’] [t-’t- It" t].
Bekanntlich gilt ur=ru. Nummeriert man die Eckpunkt yon K
irgendeine Weise, und zeichnet man mit diejenige simpliziale
Abbildung von N au K, welche dem Eckpun t=(, a, ..., a) yon

N den in der Nummerierung zuletzt vorkommenden Eckpunkt a yon

K zuordnet, so gillt ot= 1, uo 1, und u - gibt eine Imorphie
yon B(K) au B(N). Entsprhend gibt * =u*- eine Isomorphie yon

B(K) au B(N), wobei *, u* die adjungierten Oratoren yon

beuten.
Setzt man A(ao, ..., a)=(A, t) fir t=(, ..., a), so lsst sigh

der algebraische Komplex A als eine Funktion der Eckpunkte a0, ...,
auffassen. Das Alexandersche Prodt AB yon A mit B wird
dann definiert dutch

(1.5) A o (ao, ..., a, ..., a,)=A(ao, ..., a)B(a, ...,
wobei in einer ein 0r allemal stimmn Nummerierung der Eckpunk
yon K a fffiher als a_ vorkommen soll. Bekanntlich lt

(1.6) r’(A o B) *A Be+(- 1)A

wonach das Alexandersche Prukt auch zwischen den Elemenn yon

1) H. Freudenthal- a.a.O.
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()--X () definiert wird. Nummeriert man die Eckpunkte

nach Folge der Inzdenz, so gilt *(A o )--o*A o o*, woraus wegen

()_B() folgt, dass die Definition des Alexanderschen Produktes
yon der Nummerierung der Eckpunkte unabhngig ist.

Nunmehr sei ene nodim, geschlossene oHenterbare Homologie-
Mannifaltigkeit. Dann besitzt einen bestimmten n-dim. Grndo
zyklus Z-Z[]. Man definiert dann den Dualzelloperator b durch

(.7} zleq[, e-, ..., ,] (, c- ..., }.
Der absolute Komplex bl ist dann stets ein (n-p)-dim. Homologie-
Simplex, und N ist in die Zelle btl zerspaltet. Der so erhaltene
Zellenkomplex aus bl ist Dualzellteilung D von K. Man weist
leicht nach

(1.8) rbt," (-

B"(K) wird also durch b auf B"-(D) isomorph abgebildet. Anderer-
se|ts bildet o B"-(D).._B-(N)auf B"-(K) isomorph ab. ob liefert

*
also die Isomorphie yon B(K) auf B"-(K). Ffir und ff(a)
definiert man den Schnitt yon ff mit bff durch

(1.9) bt," V= 2’[V, ;,o-,, ..., t,"] (V, t,"-’, ..., if).

Hierfiir gelten folgende Relationen"

(1.10) (bO x C)=b rC/(-1)-br* C,

(I.II) o(b" x ob’) ob( o ).

Die letzte Formel zeigt, dass die Schnittbildung x die duale Operation
zur Alexanderschen Produktbildung ist.

2. Tensorfeld und Tensordichte auf analytischen Mannigfaltig-
keiten. Es sei eine n-dim, geschlossene orientierbare analytische
Mannigfaltigkeit, K eine Triangulation yon Y)}. Die Lokalkoordinaten
eines Punktes p yon / bezeichnen wir mit z=z(p)(j=l, 2, ..., n), das

Volumelement dd d mit dG. Filr das Symbol .___oq__ schreiben
6x

wir einfachheitshalber 6. Das auf definierte schief-synmetrische
Tensorfeld p-ten Ranges =... ist als IntensitiitsgrSsse" dem p-dim.
oberen Komplexe in der kombinatorischen Topologie zu analogisieren.
Demgegeniber atspricht dem p-dim, unteren Kompleze das Feld der
schiefsymmetrische Tensordichte c=d’’’’ p-ten Ranges, der bekannten
Quan$itttsgvssse ". bzw. kann also ein oberes bzw. uneres Feld

bezeichnet werden. Die Operationen , r*, b, , etc. in 1 haben dann
folgende Analoga in

(2.1) (:c)’’’z :’"z,

1) Die entsprechenden Formeln in {} 1 und {} 2 haben die gleiche Nummer.
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(2.2) (, C) --1i-fq...d"XdG,

1 sgn (pq...r s...t(2.5) (" o )... ...-
(P+a) ij...k 1...m)q’’’r.’’’

(2.7) (b)’’’ s 12
ij...k l...m "’’

(2.9) (b x c)... _L ... ...
a

Und hierffir geln genau dieseln Formeln wie in 1:

(2.6) r*( ’)=r* o +(-1) *
(2.8) rb= 1)’-br*,
(2.10) r(b" c)=b x rc+( 1)-’b*" x c

Ist C=2rt ein algebraischer Teilkomplex yon K, so (efinieren wir
das InStal (, C) yon auf G mit

(, C)=r ’" (uu u)

woi u,u,...,u ein Paramersystem auf t ist. Dgegenfir
definieren wir das InStal c-x C yon c"- auf C mit- x C=(, C),
woi b=c"-. Ffihrt man das Flchenelement auf C mit

ein, so stellt sich c x C als ,, Orflcheningral"

x C= d’"d...
dar. Der kann e-Stossche Satz" drfickt sich so aus

(2.12) (r*

(2.13) c-- C+=(-1)-- xC+

Diese Analoe zwischen kombinarischer Topologie u.d Tensor-
theorie auf analytischen Mannialtigkein ist nicht nut eine formale,
sondern, wie de Rham gezei hat, eine im Wesen der Sache liegende).
Darauf gehen wir hier aber nicht nher ein, und ffihren nur das ffir
das folgende nStigte Resultat an:

Satz 1. Jedem C e L(K) kann ein unties Feld c=c(C) so linear
zugeordnet werden, dass folgdes gilt

1) G. de Rm" Sur l’analysis situs des varits n dimensions, J. Math. pures
et appl. 10 (1931), 115-157.
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(2.14)

(2.15) c(bO) x C=(, C).
Ist dabei * O, so gilg fi’er Z e Zo(K)

(2.16) (o, c(Zo))=(&, ZO).

Ist umgekehrt ein unteres Feld mi =0 gegeben, so definiere man

Dann gilt Z O, und fr o mit * 0

(2.17)

3. Harmonische Tensorfelder auf Riemannschen Mannigfaltig-
keiten. Nun sei eine geschlossene orientierbare analytische Mannig-
faltigkeit mit der positiv-definiten Metrik ds=gddx, also eine
Riemannsche Mannigfaltigkeit. Aus jedem Tensorfeld c... auf
entsteht dann ein Feld der Tensordichte d’’’, wenn man setzt

d’’’ g d’’’ d’’’ gg.., gc...,
und so entsteht auch jedes Feld der Tensordiehte. Damit fllt also
der Unterschied zwischen den Begriffen Tensor und Tensordichte sozu-
sagen aus, und an kann ]etz schlechtweg yon einem Feld" , yon

seinem unteren bzw. oberen Rand" bzw. r* sprechen. Die Defini-
tion der Operatoren r, x, etc. lautet dann

(3.1) (r)"’

1 ’ ...d.../dG,

(8.7)
p / g ij’::} l...m t...

(3.9) (b x c")’"= ’"...c*a’’’

Dann gilt offenbar

c),

(3.8)

Nunmehr lassen wir als ... nieht nur je stetige, sondern aueh je
naeh Lebesgue messbare Funktion zu. Ffirht man dann die Norm
I111:/(,) ein, so bildet die Gesamtheit aller
einen reellen Hilbertsehen Raum o. Mit bezeiehnen wir den Teil-
raum yon o der -mal stetig differenzierbaren , und setzen

1) Die entspreehenden Formeln in {} 1, 2 und {}3 haben die g!eiche Nummer.
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(hh =[r/],

(h) [*-11

(3.4) --,
(3.4)*

191

wobei [, *] die abgeschlossene Hiille yon * *, und das Minuszeichen
die Bildung des orthogonalen Komplements bedeuten solh Setzt man
nun

=3 3
so folgen aus (3.3) folgende Relationen

=@(C)@(C),

Weiterhin zeichnen wir die Elemen yon ,,,, allgemein
mit e, h, z, h*, z*. Ffir e e gilt das wichtige

Hauptlemma. Jedes e e ist analytisch in , , ...,
Der Beweis dieses mmas soil im nachfolgenden 4 nachgeholt

werden. Hier entwickeln wir einige daraus folgenden Tatsachen.
Aus (3.3) fol offenbar, dass e f dann und nur dann dem "bzw. gehSrt, wenn =0 bzw. *=0 gilt. Jedes e a genfigt

ao wegen des Hauptlemmas r*e=re=O. Umgekehrt gehSrt jedes stetig
differenzierbare e mit *e=re=O zu , und ist also analytisch. Wit
nennen harmonisch jedes Feld emit *e=re=O. " ist also der Raum
aller harmonischen Tensorfeld.

Jes z schreibt sich nun im Sinne von z=e+lim , e +.
Also gilt " *f-, da jes e und jedes zu *f- orthogonal ist.
Somit erhlt man

(h) =[f+],

(h)* g [*f-’].

Sind also , stetig differenzierbar, so gilt stets (r*, re)=0t).
Ffir e zeichnen wir mit die -Komponente von . Ist

z* st6tig, so gilt ffir jedes Z e Z(K)

(u.20) (z*, z)= (z, z).

Denn, setzt man C-z=c(Z), so gilt (z*-z* Z)=(z*-z z)=O wegen
z*-z 3. Definiert man e(Z), e() durch

1) H, Weyl: a,a.O,
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(3.21)
e()=, V’, =(b}

fiir ZeZ(K), Ce(K), so gilt nach (2.15)

z)= z),

woraus folgt wegen (3.20)

(3.22) (e(), e(Z))= (e(), Z)=(, Z).

Die Abbildungen --*e(0), Ze(Z) sind also Isomorphismen yon

BO(K), BO(K) in . Nach (2.17) existiert ar ffir jedes differenzier-
bare z ein Z mit (e, z) (e, Z). Gilt also (e,Z)=O ffir jedes Z, so
folgt e=O. e stimmt sich mithin mit seinen Perioden (e, Z) auf Z.
Jes e muss also einem e() gleich sein. Somit hahn wir den

Satz 2. Definiert man e(Z), e() mi (3.21), so gilt

(3.22) (e(O), e(Z))=(e(O), Z)=(, Z)

und die Abbiung O-)e(O) bzw. Ze(Z) t Isomorpkismus yon

Bo(K) bzw. Bo(K) auf .
Bemerkung 1. Die Formel (3.18) zeigt, dass die Operation b die

ore" und untere" Begriffe direkt vertauseht. Inssondere ist
ffir harmonisches e auch be harmoniseh.

Bemerkung 2. Jedes stetig differenzierbare h*e lsst sieh naeh
de Rham in der Form h*= sehreiben. Wit nutzen diese Tatsaehe
im Teil II.

Bemerkung 3. Obige Thrie gilt aueh ffir nicht analytische
Mannialtigkeit , wenn man ffir die stetige Differenzierbarkeit
bis zur genfind horn Ordnung voraussetzt.

4. Beweiss Hauptlemmas. Die ursprfingliehe Weylsehe Methode
zum Beweis des Haupflemmas stfitz sieh auf die Bildung der Grn-
sehen Funktion, was im Fall des allgemeinen Riemannsehen Raumes
erhebliehe Sehwierigkeit bietet. Wit nutzen also anstatt der Green-
schen Funktion die Hadamardsche Grundl6sung" der LapIaceschen
Gleichung" =0, wodurch die Weylsche Methode auf noch weiteres
Feld anwendbar wird.

Beginnen wir mit der Greenschen Formal ". Es sei G ein Gebiet
(offene Menge) in . Wit setzen

m Verllgemeinerun yon (, e)(, e). 8ehreibt man

’c b x c ...
a

t"’mC#’"

SO gilt
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(, c) cV dG

Da nach (2.10) (c+)=p. c+-z*p. c+ ist, gilt nach dem Green-
Stokesschen Satz

(4.1) d#

wobei /’ der Rand von Gist, und als genuiigend regulir vorausgesetzt
ist. Der Laplacesche Operator wird durch

definiert, und es wird einfachheitshalber gesetzt:

(, )=( *-. )-(- *-.
Aus (4.1) folgt dann die Greensche Formel"

(, )-(,)=Ir !)t(, )#d#.(4.2)

(z)#... hat nun folgende Gestalt:

aa pq...r bq...r

wobei a und b aus g# und ihren Ableitungen gebildet werden. Man
kann als einen Vektor mit Komponenten #...(j k --- l) und
als einen Operator

g"8 A+B
auf auffassen, wobei A bzw. B Matrix mit Elementen a:: bzw.
bq’’’.#,... ist. Die lokale GrundlSsung der Gleichung 3u=O lsst sich dann
ach der Hadamardschen Methode konstruieren). Wit zeigen das im
einfacheren Fall der ungeraden Dimension n, und verweisen a das
Buch yon Hadamard ffir den anderen Fall: n gerade, sowie ffir die
Konvergenzfrage. Folgende Betrachtungen sind natfirlich immer lokal
zu ffihren.

Es sei $ ein bestimmr Punkt in ; den geodtischen Abstand
zwischen x und bezeichnen wir mit r(x, ), und setzen

P(x, e)= {r(x, e))

Schreibt man ferner P# ffir #P, so gilt P##=2r und PP#=4P.r
Setzt man nun

u= P"u, P=
n-2

0 2

so gilt

1) Hadamard: Lectures on Cauchy’s Problem, Book lI, Chap. III.
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u=pP-l(N+4r-r)UO
+(p+)p-l/, N+4+4r u,+ 1 u_

wobei N die Matrix g"eOOsP-2n+A"OP deutet. Jetzt kann man
u so bestimmen, duss die Koezienten yon .P in orer Formel alle
verschwinden. Dazu setze man nmlich"

dr+i N dr l N
4WM=I-

4r
und

1 1 M r-lM-lu_ldr (r :> 1)

wobei a eine willkiirliche Integrationskonstante" ist. Die Funktion
u=P2Pu, mit diesem u ist dann die GrundlSsung mit der Singul-
arit/t r-a. Auf diese Weise beweist man den

Satz 3. Fir jede reguldre analytische Funktion a...=a...() yon

hat die Gleichung u=0 eine GrundlSsv,ng" der Gestalt

wobei {ak... +"" } bzw. {rk... +... } eine mit aj... bzw. rj... beg,nnende
Potenzreihe in x- bedeutet, die regulSre analytische Funktionen yon

als Koeflizienten hat. Fir ungerades n tritt das Glied mit log r
nicht auf).

Wir setzen nun

sodass

V= 21 {r#,..z+’"}

u=P’U+(log P)V, p=_ n_-.__2_.
2

Es sei ein Punkt im Gebiet G mit dem Rand F, und eine
kleine positive GrSsse. Die geod/itische Kugel um $ mit dem Radius

bezeichnen wir mit (), die Oberflfiche yon () mit S(3), und das
Gebiet G-() mit G(3). Wir wenden dann die Greensche Formel
(4.2) auf u, in bezug auf dieses G(3) an. Um das Resultat zu ver-
einfachen, berechnen wir zuerst allgemein (, u)d auf S() fiir die
Funktion der Gestalt w=l(_P)W. Es kommt

,(, w)d=l’(P)(W)v/- d+l(P)(, W)d

indem man auf Pd Pd und Pd. v/4d beachtet. Nturlich
ist hierbei d /gkdd Hieraus folgt

1) Im speziellen Fall: n=2, hat ausnahmsweise die GrundlSsung die Gestalt:
u(x, )=log r. {+ ..} + (r+ .-.}.
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/ l(2) Is()(, W)/g d

Wendet man also die Greensche Formel auf u P’U/(log P)V und
in bezug auf G() an, schreibt man das Resultat nach (4.3) urn, und
lisst danach nach 0 rficken, so erhlt man den

Satz 4. Bezeichnet man mit den Oberfldcheninhalt der n-dim.
Einheitskugel, so gilt

(4.4) -(n- 2)w(.)o() =(3, u)+ [ (, u)V dg,

wobei in G+F berall zweimal stetig differenzierbar sein soll. Ist
insbesondere =0, so besteht

(n-!-2)o(4.5) ()() r(, u)da- d.

Die rechte Seite yon (4.5) ist aber offenbar eine in G regulre
analytische Funktion yon $. Jed 2-real stetig differenzierbare mit
=0 muss also notwendig reguldr analytisch sein.

Ein Feld e e war definitionsgemss ein solches e, offir (e, )=
(e, *)=0 ffir alle 2-mal stetig differenzierbaren , glt. Es gilt
also (e,y)=O ffir jedes 3-mal setig differenzierbare y. Der Beweis
des Haupflemmas ist daher in dem des folgenden Satzes enthalten

Satz 5. Es sei , eine natrliche Zahl 3. Gengt e der
Gleichung (, )=0 fir jedes -mal setig differenzierbare , so t
regulSr analytisch und es gilt =0.

Beweis. Ist mindesens 2-mal stetig differenzierbar, so lt
(, )=(, )=0

alsa 3=0, und mithin muss nach dem oben Gesagten reeler
analytisch sein. Es genfigt daher zu zeigen, dass -mal stig
differenzierbar ist. Die Frage ist offenbar eine lokale; wir hahn nur
ein kleines Gebiet G zu betrachten. Es sei

u(x, )=PU+(log)V
eine GrundlSsung" um e G. Wir whlen dann eine genfigend kleine
positive Konstante a, bilden (,+2)-mal stetig differenzierbaren Funk-
tionen H(P), L(P) mit

P" fiir r a
If(P)=

0 fiir r 2a,

L(P)--( log P fiir r a

0 fiir r

__
2a,

und setzen

=II(P)U/L(P) V.
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Ferner w/ihlen wir eine positive Konstante { a und setzen

1 {n_(n_2)p} fiir r
IIo(P)= -II(P) ffir r>,

21og-1+ P
L(P}=

fr

L(P) fr

H(P)U+L#(P)V.
Die so gebildeten Funktionen , # ist im ganzen sinnvoll (whrend
r(x, ) unr lokal definiert ist); ausserdem ist rall stetig differen-
zierbar. ist zwar nicht -mal stetig differenzierbar fr jede Funk-
tion der Form =(P)W gilt ar

sass aus [(P) (P) (Konverganz in gietem Sinne ) l[Jw- Jw[[ 0
f; ]sst sich also durch -mal stig differenzierbares so ap-
proximieren, dass -0 wird; man hat nRmlich nur
in durch -mal stetig differenzierbare Funktionen zu ersetzen, um
die approximierende zu bilden. Aus (,)0 fo.lgt also
Es lt ar laut Definition yon q

und fr r

(4.7) Jffi-(-2) (gleichmKssig in r :),

wie man nach (4.6) leicht nachrhnet, indem man auf N0 fr
r0 acht. Setzt man nun

D( a,) # fr r(, ) ,
0 fr r(x, ) ,

so schreibt sich (,)0 auch in der Gestalt"

(p, D)=(p, f).

Setzt man ferner, um die Sache zu lokalisieren"

() fr e G,
()=

0 sonst,

so lt fr gengend kleines p
(p, D)=(, D),

falls eG ist. Fasn r nun wier als Vekr mit ()Kom-
nenn #..( k l) auf, und entsprhend auch D, , usw.
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als Vektoren mit Komponenten ’’"r, ’", usw., bezeichnen mit I ,
], usw. die ,, Lnge" ... , /D’’’ z, usw., und schrein

)= D(; ,),
so gilt

Es sei G als genfigend kldn vorausgesetzt, sass (, ) 2-
gilt. Da nach (4.7)

(4.8) lira D( , )=(-2) (gldchmsig in )

ist, folgt

ffir gengend kleins , wenn man die Integrationsvariable in =- transformiert. Daraus fol welter

woi eine Konsante > ist. Der ranslationso
T() (+) auf L hng abet yon stark-sig a ar jedes
e > 0 lssg sieh also ei so whlen, dass

(el-

ar 1 er (,)()(, )(e)(, )(e) und naeh (.8)

im (, e)(-el(l,

woraus folgt

und mithin
I6 (, z/’) ($)-(n-2)oa($)($) 12dG 0

a()p() 1 (, )()
(n- 2),0

war aber, solange x , (+2)-mal stetig differenzierbar. (, d)()
ist also eine u-real stetig differenzierbare Funktion von . a() war
andereseits beliebige regulire analytische Funktion. muss also -mal
stetig differenzierbar sein. Somit ist unser Satz, also auch das Haupt-
lemma vollstindig bewiesen.

1) K. Kodaira: 0ber die Gruppe der messbaren Abbildungen, Proc. 17 (1941).
18-23.
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Aus diesem Beweis kann man erner folgende lokale Aussage
entnehmen: Sagen wir, { Fukt{o {g G, wenn der abge-
schlossene Hfille der Menge {; (z)=0} in G enthalten ist, so gilt
der

Satz 6. Ist ein in G definiertes nach Lebesgue nessbares Feld
mit (, ) < + , wofir (, )=0 fir alle in G liegende -mal steig
differenzierbare y gilt, so ist in G reyul5r analytisch, und es gilt

Aus dem Satz 5 folgt, dass ein e mit (,*)=(,;)=0
fiir alle -mal stetig differenzierbaren , . stets harmonich ist. Es
gilt also

,e2 [r/l], 1, 2, 3, ...,

=[r.-1], 1, 2, 3,

Da andererseits nach dem Green-Stokesschen Satz

(*, .*)+(, )= (, )

ist, haben wir den
Satz 7. Geniigt der Gleichung =0 im ganzen Raum ), so gilt
e , d.h. ist ein harmonisches Feld im Sinne yon 3.

Aus =0 in einem Teilgebiet G von folgt natiirlich nicht,
dass =*=0 ist. Ein mit =0 nennen wir, um mit ,,harmoni-
schem Feld" zu unterscheiden, harmonisches Potential.

Bemerkung 1. Das u im Satz 3 hngt von a linear ab"

u,...(x, )= /,:::(, ),...()

sodass (4.5) in Form einer Integralgleichung in

I(4.5)’ ’q"’($)
(n- 2),0 r

geschrieben wird.
Bemerkung 2. Falls nicht analytisch ist, kann die Reihe fiir u

nicht ad inf. fortgesetzt werden. Wird jedoch ff als bis zur geniigend
hohen Ordnung stetig differenzierbar vorausgesetzt, kann man ein u
mit 3-real stetig differenzierbarem u bilden. Das genSgt aus (, )=0
die Gleichung ,/=0 zu folgern.


