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60. Uber eine geometrische Deutung der projektiven
Transformationen nicht-symmetrischer
affiner Ubertragungen.

Von Kentaro YANo.
Mathematisches Institut, Kaiserliche Universitit zu Tokyo.
(Comm. by S. KAKEYA, M.IA., May 12, 194.1.)

§1. Eine symmetrische affine Ubertragung 7. definiert zwar ein
System der Bahnen

d%t | . dx? da da’
1.1 2L 1, L
(L.1) aE "ty Tar Cat
als autoparallele Kurven, aber ein System der durch die Differential-
gleichungen (1.1) definierten Bahnen bestimmt eine symmetrische affine
Ubertragung nicht eindeutig. Jede symmetrische affine Ubertragung
I}, welche dasselbe System der Bahnen wie das durch (1.1) gegebene
besitzt, steht zu [, in denjenigen Beziehungen®

(1.2) [h= 17+ D0k + ol

mit irgendeinem kovariantem Vektor p; welche die projektive Trans-
formation symmetrischer affiner Ubertragungen liefern. Die geometri-
sche Deutung dieser projektiven Transformation ist schon von vielen
Autoren? aufmerksam gemacht, d.h. die Beziehung (1.2) entspricht
einer Verdnderung der uneigentlichen, Yyperebene.

H. Friesecke® und J. M. Thomas? bestimmen andererseits die-
jenigen Transformationen nicht-symmetrischer affiner Ubertragungen,
bei welchen der Parallelismus erhalten bleibt. Wenn jeder kontra-
variante, beziiglich einer nicht-symmetrischen affinen Ubertragung L,
lings einer Kurve parallele Vektor immer auch in bezug auf eine
andere nicht-symmetrische affine Ubertragung I, parallel ist, so
ergeben sich die Beziehungen

(1.3) Z/;.'lc = Ljh—" 28370’6 ’

wobei p; irgendeinen kovarianten Vek@or bedeutet. Sie stellen die Ver-
anderung nicht-symmetrischer affiner Ubertragungen dar, bei welchen
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der Parallelismus erhalten bleibt. Bezeichnen wir mit I den sym-
metrischen Teil Lf;, von Lf, so ergibt sich eine Transformation der
Form (1.2).

Aus der Form der Gleichungen (1.3) konnen wir einsehen, dass es
beide symmetrischen Ubertragungen gar nicht gibt, in bezug auf welche
eine lings einer Kurve definierte Richtung parallel ist.

Indem wir nunmehr die Transformation (1.3) verallgemeinern, ldsst
sich aher eine durch die Beziehungen

(1.4) Ly =L+ p;0h+ qudi

definierte Transformation von L%, betrachten, wobei sowohl p; als ¢;
zwei beliebige kovariante Vektoren sind. Bezeichnen wir wiederum
mit I den symmetrischen Teil Lfy, von L%, so erhalten wir auch
in diesem Falle die Gleichung derselben Form wie (1.2), und also
erkennen wir, dass die Systeme der Bahnen fur die beiden nicht-
symmetrischen affinen Ubertragungen L?, und Li, dieselben sind. Daher
heisst die Transformation (1.4) von L}, sinngemiss projektive Trans-
formation nicht-symmetrischer affiner Ubertragungen®.

H. Hombu und K. Okada® haben vor kurzem eine neue Charakteri-
sierung der projektiven Verinderungen (1.4) nicht-symmetrischer affiner
Ubertragungen geliefert. Gegeben sei nimlich eine beliebige Pseudo-
parabel beziiglich einer nicht-symmetrischen affinen Ubertragung L.
Wenn es eine und nur eine Pseudoparabel beziglich einer anderen nicht-
symmetrischen affinen Ubertragung L gibt, welche in einem beliebigen
Punkte des Raumes mit der gegebenen Pseudoparabel in Berithrung
dritter Ordnung steht, dann miissen die Grossen Lf und L%, durch
die Gleichungen der Form (1.4) miteinander verbunden sein.

In der vorliegenden Note sollen wir eine andere Charakterisierung
der projektiven Transformation (1.4) nicht-symmetrischer affiner Uber-
tragungen mit Zugrundelegung vom Begriff der torsenbildenden Vektoren
lings einer Kurve angeben.

§2. Ein auf einer Kurve x(t) definiertes Vektorfeld heisst torsen-
bildend lings der Kurve, wenn es den Differentialgleichungen

dot | da? dx”

1) dt + dt dt

geniigt, wobei a« und [ zwei geeignete Funktionen des Parameters ¢

bedeuten. Diese Gleichungen zeigen tatsichlich, dass die geometrische

Variation des Punktes a‘+av® lings der Kurve proportional zu v* ist,

und diese Tatsache versichert uns gerade die Terminologie ,, torsen-
bildend “.

Nehmen wir nun an, dass ein und derselbe Vektor »* auch torsen-

+ Lj:k(l’l)j

=gt
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bildend lings dieser Kurve in bezug auf eine andere nicht-symmetrische
affine Ubertragung L, ist, so gelten die Gleichungen

dx" da’l) i 7 k Bk
2.2) r +— it + Lia t Bvt,
wobel mit @ und § wiederum zwei andere geeignete Funktionen von ¢
bezeichnet sind.

Wir sollen nun diejenige Relation herleiten, welche zwischen L,
und L%, dazu bestehen muss, damit der den Differentialgleichungen der
Form (2.1) geniigende Vektor v* immer auch den Differentialgleichungen
der Form (2.2) geniigt.

Indem wir die Gleichungen (2.1) durch «, die Gleichung (2.2) durch
a dividieren und sodann die Differenz bilden, so ergibt sich

dx da® _

2. Ll ,

(2.3) d =+ pt+ Al —— 7
worin der Kiirze halber

=1_1 -4 E_p
A a a e log (7 a)

und

(2.4) =L}~ Lk

gesetzt sind ; hierbei ist A%, ein gemischter Tensor dritter Ordnung.
Wenn wir einen Punkt im Raume fixieren, so miissen die Glei-

chungen (2.3) fiir beliebige Werte von a&'=—i%— una von v* gelten bleiben.
Elimination von 2 und # aus (2.3) zieht also nach sich
P AT vIgF =0V,

Da diese Gleichungen fiir beliebige Werte von 4¢ gelten miissen, so
ergeben sich weiter

Bﬁpvq Arg 1)’ -+ 5Ep,vq Arilva _

Wenn wir in diesen Gleichungen p=1 setzen und die so gewonnenen
fir p=i=1,2, ..., n addieren, dann erhalten wir

(n—1)w AR v + v A i — 82 Aivin* =0,

wobei A;=A% ein kovarianter Vektor ist. Da diese Gleichungen
wiederum fiir beliebige Werte von ¢ gelten miissen, so folgen darsus

(n—1)0F A% +(n—1)0F A + 0P A+ 00 A — AR — 0P AR =D,

Setzen wir also darin ¢=1% und addieren sie fiur ¢=i=1,2,...,n,
dann erhalten wir weiter

(*~n—1)A%— A% =[(n—1)4,;— B;]1; +[(n—1)B,— A] 55,

1) Mit ovler] und vl»er] bezeichnen wir hierbei zur Abkirzung -élr(vw—m) bzw.

3 '»»(qur + V4P 4 VrPA—PAPT — YraP— YPYa),
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wobei B;=A} auch ein kovarianter Vektor ist, und woraus wir die
Beziehungen

(2.5) Al =10+ qud}
mit beiden kovarianten Vektoren

p=——(4;=B),  g=—1 (B~ 4)
schliessen konnen. Aus (2.4) und (2.5) gelangen wir folglich zu den
gesuchten Beziehungen

(2.6) = Lip+ 005+ qud% .

Umgekehrt, wenn L, und L%, in den Beziehungen der Form (2.6)
stehen, dann ist eine beziiglich L% lings einer Kurve torsenbildende
Richtung v* auch torsenbildend beziiglich L.

Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen, welcher eine
geometrische Deutung der projektiven Transformation nicht-symmetri-
scher affiner Ubertragungen angibt.

Satz : Betrachten wir beliebige in jedem Punkte einer beliebigen
Kurve definierte Richtungen, welche torsenbildend lings der Kurve
beziiglich einer nicht-symmetrischen affinen Ubertragung LY, sind, so
lautet die motwendige und hinreichende Bedingung, damit diese Rich-
tungen immer beziiglich einer anderen affinen Ubertragung LY. auch
torsenbildend sind, dass Li, und L, in den dwrch die Gleichungen der
Form (2.6) gegebenen Beziehungen stehen.



