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60. )ber eine geometrische Deutung der projektiven
Transformationen nicht-smmetrischer

affiner )bertragungen.
Von Kenta.ro YANO.

Mathematisches Institut, Kaiserliche Unb,ersit/it zu Tokyo.

(C)mm. by S. KAKFYA, M.b.A., May 12, 19-4.)

1. Eine symmetrische affinc bertragung I ’; definiert zwar ein
System der Bahnen

d# dx dx: d(I.I)
dt

+1 fl

als autoparallele Kurven, abet ein System der dutch die Differential-
gleichungen (1.1) definierten Bahnen bestimmt eine symmetrische affine
Ubertragung nicht eindeutig. 3ede symmetrische affine Ubertragung
1, welche dasselbe System der Bahnen wie das durch (1.1) gegebene
sitzt, steht zu I" in denjenigen Beziehungen"

(.2) =’],+v:+
mit irgendeinem kovariantem Vektor p, welche die projektive Trans-
formation symmetrischer affiner Ubertragungen liefern. Die geometri-
sche Deutung dieser projektiven Transformation ist schon yon vielen
Autoren’ aufmerksam gemacht, .h. die Beziehung (1.2) entspricht
einer Veranderung tier uneigentliche, yperebene.

H. Friesecke und J.M. Thomas’ bestimmen andererseits die-
jenigen Transformationen nicht-symmetrischer affiner Ubertragungen,
bei welchen tier Parallelismus erhalten bleibt. Wenn jeder kontra-
variante, zfiglich einer nicht-symmetrischen affinen Ubertragung L
langs einer Kurve parallele Vektor immer auch in bezug auf eine
andere nicht-symmetrische affine Ubertragung L parallel i.st, so
ergeben sich die Beziehungen

(1.8) - L+2opk
wobei p, irgendeinen kovarianten Vektor bedeutet. Sie stellen die Ver-.
nderung nicht-symmetrischer affiner bertragungen dar, bei welchen
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der Parallelismus erhalten bleibt. Bezeichnen wir mit F-I den sym-
metrischen Teil Lj/) yon L1, so ergibt sich eine Transformation der
Form (1.2).

Aus der Form der Gleichungen (1.3) kSnnen wir einsehen, dass es
beide symmetrischen Ubertragungen gar nicbt gibt, in bezug auf welche
eine lngs einer Kurve definierte Richtung parallel ist.

Indem wir nunmehr die Transformation (1.3) verallgemeinern, lisst
sich aber eine durch die Beziehungen

(.4)

definierte Transformation yon L.I betraehten, wobei sowohl p als q
zwei beliebige kovariante Vektoren sind. Bezeiehnen wir wiederum
mit F, den symmetrischen Teil L) yon Lj, so erhalten wir auch
in diesem Falle die Gleichung derselben Form wie (1.2), und also
erkennen wir, dass die Systeme der Bahnen fihr die beiden nicht-
symmetrischen affinen Ubertragungen/Y und L,., dieselben sin& Daher
heisst die Transformation (1.4) yon L sinngem/iss projektive Trans-
formation nicht-symmetrischer affiner Ubertragungen).

H. Hombu und K. Okada-) haben vor kurzem eine neue Charakteri-
sierung der projektiven Vertnderungen (1.4) nicht-symmetrischer affiner
Ubertragungen geliefert. Gegeben sei nimlich eine beliebige Pseudo-
parabel beziiglich einer nicht-symmetrisclen affinen Ubertragung L.
Wenn es eine und nur eine Pseudoparabel bezfiglich einer anderen nicht-
symmetrischen affinen Ubertragung L gibt, welche in einem beliebigen
Punkte des Raumes mit der gegebenen Pseudoparabel in Berilhrung
dritter Ordnung steht, dann miissen die GrSssen -L und L} durch
die Gleichungen der Form (1.4) miteinander verbunden sein.

In der vorliegenden Note sollen wir eine andere Charakterisierung
der projektiven Transformation (1.4) nicht-symmetrischer affiner fiber-
tragungen mit Zugrundelegung vom Begriff der torsenbildenden Vektoren
lngs einer Kurve angeben.

2. Ein auf einer Kurve x’(t) definiertes Vektorfeld heisst torsen-
bildend 1/ings der Kurve, wenn es den Differentialgleichungen

(2.1) dx + dav dx
g-y- -ji- +,.v --- =vgeniigt, wobei a und fl zwei geeignete Funktionen des Parameters

bedeuten. Diese Gleichungen zeigen tats/ichlich, dass die geometrische
Variation des Punktes x+(v lings der Kurve proportional zu v ist,
und diese Tatsache verziehert uns gerade die Terminologie ,,torsen-
bildend ".

Nehmen wir nun an, dass ein und derselbe Vektor v auch torsen-
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(1931), 141-157. V. Hlavat:" Connexion projective et d6placement projectif, ibidem,
12 (1934), 217-294.
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bildend ]tings dieser Kurve in bezug auf eine andere nicht-symmetrische
affine Obertragung -L ist, so gelten die Gleichungen

dx + dv +fiv dx v(2.2)
dt

woi mit und wiederum zwei andere gigne Funktionen von t
bezeichnet sind.

Wir sollen nun diejenige Relation herleiten, welche zwischen L-und L dazu bestehen muss, damit der den Differentialgleichungen der
Form (2.1) genfigende Vektor v immer auch den Differentialgleichungen
der Form (2.2) genfigt.

Indem wir die Gleichungen (2.1) dutch (, die Gleichung (2.2)dutch
dividieren und sodann die Differenz bilden, so ergibt sich

dx Av O,(2.) +v +

worin der Kiirze halber
1 1

und

/ ="d log
a 7i a

(2.4) A -/,

gesetzt sind; hierbei ist AI ein gemischter Tensor dritter Ordnung.
Wenn wir einen Punkt im Raume fixieren, so miissen die Glei-

chungen (2.3)fiir beliebige Werte von 2= dx-- una yon v gelten bleiben.
dt

Elimination von 2 und / aus (2.3) zieht also nach sich

vAv 0)

Da diese Gleichungen ffir beliebige Werte yon gelten mfissen, so
ergeben sich weir

k u

woi A=A ein kovarianter Vektor ist. Da diese Gleichungen
wiederum ffir beliebige Werte von v gelten mfissen, so foluen darius

(n- " +(n- "$q +(} A+r qA-$:qa n

Setzen wir also darin q i und addieren sie ffir q i= 1, 2, ..., n,
dann erhalten wit weir

(n-n 1)A Ai [(n )A-B]i +[(n- 1)Bk--A],
1

1) Mit vqr] und ;[pqr] bezeichnen wir hierbei zur Abkiirzung bzw.
1-- i--(vpqr- ,vqrp -,orpq--vqpr--vrqp-- pprq).
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wobei B=Ai auch ein kovariaater Vektor ist, und woraus wir die
Beziehungen

(2.5) A=p+q
mit beiden kovarianten Vektoren

n1 1
(nA-B) q=--,-(nB-A)

chliessen kSnnen. Aus (2.4) und (2.5) gelangen wir folglich zu den
gesuchten Beziehungen

(2.6) =L/p/q
tmgekehrt, wenn a und L in den Beziehungen der Form (2.6)

stehen, dann ist eine beziiglich L lings einer Kurve torsenbildende
Richtung v auch torsenbildend beziiglich Z.

Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen, welcher eine
geometrische Deutung der p,’ojektiven Transformation nicht-symmetri-
scher affiner Ubertragungen angibt.

Satz" Betrachten wir beliebige in jedem Punkte einer beliebigen
Kurve definierte Richtungen, welche torsenbildend liings der Kurve
beziglich einer nicht-symmetrischen anen ’bertragung L sind, so
lautet die notwendige und hinreichende Bedingung, damit tliese Ri-
tungen immer beziglich einer anderen a.tnen ]bertragung auch
torsenbildend sind, dass und L in den dutch die Gleichungen der
Form (2.6) gegebenen Beziehungen stehen.


