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111. Einige Darstellungen analytischer Funktionen
und ihre Anwendungen auf konforme
Abbildung.

Von Yésaku KoMATU.
Mathematisches Institut, Kaiserliche Universitit zu Tokyo.
(Comm. by S. KAKEYA, M.IA., Oct. 12, 1944))

1. Herglotzsche Darstellung. Wir betrachten zuerst die Familie
aerjenigen im Grundgebiet |z|<<1 regulir analytischen Funktionen
{9(2)}, fiir welche die Groge

or, )= ROGeds  0<p<2m, 0Sr<1)

als Funktion von ¢ fir alle r <1 gleichmi8ig beschrinkt und von
beschrinkter Schwankung ist. Dann ld8t sich nach einem Hellyschen
Satz eine monoton wachsende Zahlenfolge {r.}, r»—1 (n— =), so
auswéihlen, daB die Limesfunktion

P(¢)=Egl° p(rs, ¢)

hochstens bis auf eine Nullmenge von ¢ existiert und selbst beschrankt
und von beschriankter Schwankung ist. Somit ergibt sich bekanntlich
die Poisson-Stieltjessche Darstellung nach Herglotz

2r 3
0= | " E 2 () +i30 (0).
2 0o €"—2

Die genannten Bedingungen fiur p(r, ¢) sind gewif dann erfiillt,
27 .
falls entweder RO(re™*) einerseits oder L | RO(re®) | d6 beschrinkt

bleibt.

2. Darstellung fiir zf"(2)[f'(z) und verwandte Grofen. Wir
nehmen nun an, daB eine Funktion f(2) im Einheitskreis regulir
analytisch und im abgeschlossenen Einheitskreis stiickweise regulir sei.
Sie verhilt also in |2| <1 abgesehen von gewissen endlich vielen
Randpunkten

z=e" (p=1,....,m), 0<o < <9,<2n,

reguldr und besitzt in jedem solchen Punkte beide bestimmte Grenz-
werte lim f(e*) fir ¢ — ¢,—0 sowie fir ¢ — ¢,+0. Ferner setzen
wir jetzt voraus, daB ihre Ableitung f”(z) iiberall in |2z| <1 héchstens
bis auf solche Ausnahmerandpunkte nullstellenfrei sei. Bezeichnen wir
die Sprunghohe lings der Peripherie von argf’(¢*) im Punkte ¢*» mit

fl(eientD)

(1—-a)r=arg W ’

so ist die Funktion



No. 8] Einige Darstellungen analytischer Funktioncn und ihre Anwendungen., 537
— d 7 s ¢, \1—a
P(2)y=2—1g [f'(z) TI (z—e*n)"%]
dz n-1
@) 8 Qe

FiR) w1 z—ea

reguldr analytisch im ganzen |2| <1, und uberdies verschwindet sie
in 2=0. Wendet man die obengenannte Herglotzsche Darstellung auf
diese Funktion, so ergibt sich unmittelbar die Gleichung

2f"(2) _ "+z 1—az .
f'(2) Zn' aply) = %'1 2— e?"u ’

wegen der Regularitit von cb(z) im ganzen |2z| <1 ist hierbei
— (" Ra(i0VIh=Ti ¢ re¥’f"'(re?) -

p(go)—s Ro(e)do=1lim {R 50 ety 00 +350 a,,)mf M_Mdo}
-arz’;f(el? +2 (1—-ay) (—- _71'9/4(?"))

worin zur Akiirzung mit ¢,(p) diejenige Treppenfunktion bezeichnet ist,
welche gleich 0 oder 1 ist jenach 0 < ¢ < ¢, oder ¢, <9 <27, Wegen
der sofort feststellbaren Beziehungen

1 (" etz (0 _ | _ 1 ¥tz 2 =
or Jo e“—zd( m”(gp)) 2 e¥u—z 2~e¥u (w=1,...,m)

ergibt sich also die Da.rstellung

of"(z) - 1 (*e*+2 /(o
o =2, ey el ,

und indem man die durch Einsetzen von #=0 aus ihr entstehende
Relation von ihr selbst subtrahiert, 148t sie sich auch in die Form

Fr@ 11 o
g ﬂj: L dargs/e")

bringen, und da offenbar
o = df(e) _ = o (o0
S‘o pr— -de= arg " 5 +p+arg /(%)
sind, gilt weiter die Darstellung der Gestalt

J@) _ d
f'@) zso e arg df (")

Integration {iber z zieht also nach sich

(z) 1 7 =
gL oy 'r"lg o darsf (e*) j

und insbesondere folgt weiter daraus nach Trennen des reellen Teils
die Beziehung

e‘:z d arg df (¢*)
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Ig 'f},"('g‘;) = ;_S:"]g ~/ (L—r¥+4r sin® —Q%i'id arg f'(e*)

LBt man hier » gegen 1 streben, so erhilt man die Beziehung

% l = -—-}t—flgz | sin 0;“’ ld arg f'(¢%) ,

welche fiir eine Gleichung in bezug auf die Randwerte von f’(z) an-
gesehen werden kann. Wir bemerken nebenbei, daB die letzte Gleichung
auf ein Problem iiber die ebene Potentialstrémung um ein Tragfliigel-
profil anwendbar ist, was ich in einer demnéchst in dem Journ. Soc.
Aeronaut. Sci. Nippon erscheinenden Note zeigen will.

Wir betrachten nun eine analytische Funktion f(z), und nehmen

hierbei zunichst an, da8 das Integral j:f (2)dz den Bedingungen iiber

Regularitit fiir die in den obigen Uberlegungen betrachteten Funktionen
f(2) geniige. Hier wollen wir aber etwas allgemeiner zulassen, daB
die Funktion f(z) selbst in |2| <1 eine endliche Anzahl der Nullstellen
a, (x=1,...,N) und der Pole b, (=1, ..., P) besitzen darf, wobei
solche Stellen natiirlich ihrer Mehrfachheit gemiB ausgezihlt werden
sollen. Wenn man demgemiB die Funktion

2—b ¥ z—a,
F@)=f() H ibe/ B 1zas

betrachtet und dann auf die damit gebildete in |z| <1 regulire
Funktion

— d n — gt -2
¢(z)—z;l-z— g [F(2) }_11 (z—e%s)t=%]

=¥'@ (1-|a, )z L (1-|6 & (—a)e
A e R PR

die Herglotzsche Darstellung anwendet, so erhdlt man unter Beriick-
sichtigung der fiir jeden im Einheitskreis gelegenen Punkt ¢ allgemein
geltenden Beziehung

ls‘ ¢ +zd e*—c _1+c2
ar|
2rdy ez € 1- ce“’ 1-¢z’

nach einigen einfachen Umformungen, die Darstellung

2f'(@) _ e +z i 2 1
f(2) 21r dargf(e )+2(z-—a, l—d,z)

—g( z—-b, blz )

und diese letzte 14Bt sich wegen der offenbar bestehenden Beziehung
1 i
—\ d )= N—-P
o L arg f(e¥)=N
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auch in die Gestalt

3 oo (- o)

f(?) z—a, l—az

—é( z—b; --l_f%a-z>

bringen. Nach Inbegration ergibt sich daraus weiter

lgﬁﬁinf lg—— ‘ dargf(e“’)+218(1-—)(1 G,2)

’

—g‘.{lg (1--5";)(1—54z).

wobel eine i.a. komplexe Konstante A und eine ganze rationale Zahl
k derart bestimmt werden muB, daB der Grenzwert

i L =4

endlich und nicht verschwindend ist; alle hier auftretenden Zweige der
Logarithmen sollen in 2=0 verschwinden.

8. Verzerrungssitze filr einige Klassen der den Einheitskreis
schlicht abbildenden Funktionen. Ich mochte nun kurz darauf auf-
merksam machen, da die oben hergeleiteten Darstellungen in sehr
einfacher Weise einige bekannten Verzerrungssétze fiir gewisse Klassen
der im Einheitskreis schlichten Funktionen nach sich ziehen. Betrachten
wir etwa eine beliebige in |2| <1 normierte regulire schlichte Funktion

w=f@) f(0)=0, f(0)=1,
welche |2| <1 auf ein Konvexgebiet abbildet, dann gilt bekanntlich
fir solche Funktion stets die Ungleichung

2f"'(2)
1+R&_EL ) >0

in |2] <1 und folglich wichst der aus ihr gebildete Ausdruck

$0.£71( o p$0 (4o ¥¢
’ 1+mref(re)d0=+ J/(re*)
p(r, 9)= S ( ~Fre®) ) parg s
fiir jeden Wert von 7(<1) monoton in bezug auf ¢. Es gelten auBer-
dem p(r,0)=0 und p(r,2r)=2r. Somit besteht, wie oben iberlegt
wurde, die Darstellung

2f"(2) _ 1 (* e*+2
= L LA dutp),

worin p(p) eine monoton wachsende beschrinkte und iiberdies p(0)=0
und p(27)=2r geniigende Funktion bedeutet. Daher kann man sofort
die Abschétzungen
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1-|z| #"R) | < 1+]2]
1+|z| §,1+ f(z) ‘é 1-|z|

gchlieBen, und weiter aus der der Division durch z nachfolgenden
Integration der soeben erhaltenen Darstellung unmittelbar folgenden
Beziehung
1 e*
12 f( =—f"1 ¢ g
g f(e)=— , 8 arle)
gewinnt man noch die Abschitzungen

)<
—| S 1lg s | S Max 2|1g 2

4
Mi \l €
os«lsnznz g e — -z

und beide bekannte Verzerrungsungleichungen

" /| < . .
(1+l |)"=|f(z)l=(1 PI; und |argf'(z)| <2 aresin |z|

Man bestitigt dabei leicht, da8 jedes Gleichheitszeichen in diesen Ver-
zerrungsformeln nur dann gilt, wenn die Funktion f(2) eine Abbildung
des Einheitskreises auf eine Halbebene vermittelt, d.h. die Gestalt
2/(1+e2) mit |e|=1 besitzt.

Beachtet man ferner, daB die Funktion —2lg(1—e%2) fiir alle ¢
jeden konzentrischen Kreis |z| < » (<1) auf ein und dasselbe Gebiet,
also wie das der Funktion -2Ilg(1—=z), welches offenbar konvex ist,
so folgt daraus wegen der Monotonitit von p(¢) mit p(27)— p(0)=2r
der folgende von Strohhicker herrithrende Satz: Fiir beliebige konvex
abbildende normierte schlichte Funktionen liegt jeder Punkt f’(zo)
(1%} <r<1) immer in demjenigen abgeschlossenen Gebiet, das durch
die Abbildungsfunktion z/(1—2)* aus |z| < r entsteht.

Auch im Falle der Abbildungsfunktionenklasse, deren jede Funk-
tion schlichte normierte Abbildung des Einheitskreises auf ein Stern-
gebiet vermittelt, kann man ganz dhnlicherweise verfahren und somit
die entsprechenden Resultate herleiten, indem man dabei beachtet, dal
fiir diese Klasse immer die Ungleichung

2f'(2)
Eﬁf() >0 (|z|<1)

gilt, und die Herglotzsche Darstellung auf die Funktion zf'(2)/f(2)
anwendet.

4. Herleitung der Schwarz-Christoffelschen Formel iiber Polygonal-
abbildung. Wir sollen jetzt zeigen, da8 die sog. Schwarz-Christoffelsche
Transformationsformel fiir eine Funktion, welche den Einheitskreis
in der z-Ebene auf das Innere eines in der w-Ebene gelegenen gerad-
linigen einfachen Polygons abbildet, auch unmittelbar aus unserer
Darstellung hergeleitet werden kann. Bezeichnen wir nimlich die Eck-
punkte eines Bildpolygonalgebiets mit f(e*») (4=1,...,m) und die
inneren Winkel an diesen Punkten mit a,r, dann reduziert sich die
oben angegebene Darstellung hierbei auf eine explizite Gestalt
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'@ _. s
f(z)

und ergeben sich also daraus nach sukzessiven Integrationen beide
Beziehungen
f (&) _

Er0 "

d arg df ()= >y .l ,
0 ew a1 €%n—g

und

F@=F'©) exp[i 3} (1—wdpl- | 1T (n—2)ude+£(0),
1= (| Kaded

womit die gesuchte Formel erhalten ist.

5. Darstellung derjenigen Funktion, welche einen Kkomzentrischen
Kreisring auf ein Polygonalringgebiet abbildet. Falls es die ent-
sprechende Aufgabe fiir zweifach zusammenhingende Gebiete betrifft
und man dabei einen konzentrischen Kreisring als Grundgebiet wéhlt,
dann kann man, von einer Villatschen Darstellungsformel iiber die in
ihm regulir analytischen Funktionen ausgehend, in ganz analoger
Weise wie oben verfahren. So ergeben sich die folgenden Resultate,
deren Beweise ich in einem bald im Jap. Journ. Math. erscheinenden
Bericht ausfiihrlich angeben werde.

Eine regulire Funktion w=f(z) bilde den konzentrischen Kreisring
g <|z| <1 auf dasjenige in der w-Ebene gelegene geradlinig begrenzte
schlichte Polygonalringgebiet ab, dessen #duBere Randkomponente ein
Polygon mit den Eckpunkten f(¢*s) von inneren Winkeln a,z (#=1,...,m)
sei und dessen innere Randkomponente auch ein anderes Polygon mit
den Eckpunkten f(ge**s) von inneren (beziiglich des Bildgebiets aber
,» auBeren “) Winkeln g,x (v=1,...,7n) sei. Dann gilt

T ot lg 2+ ¢,)u?
f@=c [ gorram de+C’
1'_I1 ot lgz+¢,)%

mit zwei nur von der GroBe und der Lage des Bildgebiets abhingigen
Konstanten C und C’, worin die Bezeichnungen ¢ und o; alle sich auf
die der WeierstraBischen Theorie derjenigen elliptischen Funktionen
beziehen, welche die Fundamentalperioden 27 und —%lgq besitzen,
und weiter die Konstante ¢* durch

* =-%1{§ Q —(1/4)50;"'?‘:11(1 =B}

geliefert wird.

Ferner reduziert sich diese Darstellung beim Grenziibergang ¢ — 0
auf die oben angegebene Schwarz-Christoffelsche im einfach zusammen-
hingenden Falle.



