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136. Uber die Untergruppen geschlossener
Liescher Gruppen.

Von Ryoji SHIZUMA.
Mathematisches Institut, Kaiserliche Universitit zu Nagoya.
(Comm. by T. TAKAGI, M.IA,, Nov. 13, 1944.)

Die Homologie-Eigenschaften von Gruppen-Mannigfaltigkeiten sind
von mehreren Autoren in vollem Umfange untersucht worden ; es ist
aber nicht daran zu zweifeln, dasz die topologische Eigenschaften der
Gruppen-Mannigfaltigkeiten schirferen Bedingungen unterliegen. Hier
liegt gewiss eine wichtige Aufgabe vor, die zur niheren Untersuchung
ihrer Beziehungen zwingt. Im folgenden werden einige hierhergehérige
Sétze bewiesen.

Der Rang einer geschlossenen Lieschen Gruppe G ist definitions-
gemiss die grosste Zahl 7 von der Eigenschaft, dasz es in G eine -
dimensionale Abelsche Untergruppe gibt. Es ist nun folgendes bekannt:
der Homologie-Schnittring R(G) —in Bezug auf den Koeffizientenbereich
der rationalen Zahlen — einer geschlossenen Gruppe G ist dimensions-
treu isomorph dem Homologie-Ring eines topologischen Produktes

S;xSex e XS, r=>1

wobei die S; Sphidren von ungeraden Dimensionen sind. Der Rang
von G ist gleich der Anzahl der Faktoren in diesem Sphirenprodukt.
Auf Grund dieses Satzes ergibt sich insbesondere :

Die Summe der Bettischen Zahlen einer geschlossenen Gruppe vom
Range r ist gleich 2" (Cartan).

1. Fur das Weitere ist es angebracht, den Begriff der Pontr-
jaginschen Produktbildung einzufithren. Wir Dbeginnen mit der
Erklarung des singulidren Simplexes in der Gruppen-Mannigfaltigkeit
G?. Es ist bekanntlich der Inbegriff zweier Bestandteile, nidmlich
erstens eines r-dimensionalen Euklidischen Simplexes T, zweitens einer
eindeutigen und stetigen Abbildung f von T in G. Wir bezeichnen
sie mit f(T). Zwei Parameterdarstellungen f(T), f/(T”) sind dquivalent
oder stellen dasselbe singuldre Simplex dar, wenn T und 7" isomorph
sind, und zwar so, dass es eine solche nicht-singulire affine Abbildung
z von T auf TV gibt, dass erstens 7"=<«(T) ist, und zweitens die durch
7 bestimmte Abbildung zwischen f und f die Beziehung f=jft her-
stellt. Ein singuldres Simplex wird orientiert, indem das Urbild 7
orientiert wird. Ein singuldrer r-dimensionaler algebraischer Komplex
besteht aus endlich vielen sipguldren r-dimensionalen Simplexen von
G, deren jedes mit einer bestimmten Orientierung und einer bestimmten

1) Ich nenne neben Cartan vor allem Pontrjagin und Hopf. Vgl. L. Pontrjagin:
Homologies in compact Lie groups, Rec. Math. 6 (1939), 389-422., sowie

H. Hopf: Uber die Topologie der Gruppen-Mannigfaltigkeiten und ihre Verall-
gemeinerungen, Ann. of Math. 42 (1941), 22-32.

2) Vgl hierzu, S. Lefschetz: Singular and continuous complexes, chains and
cycles. Rec. Math. 3 (1936), 271-285
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rationalen Vielfachheit versehen ist”. Unter dem Rand des orientier-
ten singuliren Simplexes f(T7) wird der Komplex >f(T57Y), der aus

singuldren r—1 -dimensionalen Seitensimplexen besteht. Verschwindet
der Rand des algebraischen singuliren Komplexes, so heisst er ein
singuidrer Zyklus. Der Zyklus. heisst homolog Null, falls er Rand
eines algebraischen Komplexes ist.

Der Homologiebegriff filhrt in bekannter Weise zur Einteilung
der Gesamtheit aller r-dimensionalen Zyklen in Homologieklassen ; diese
bilden beziglich der Addition eine Abelsche Gruppe —die r-dimensionale
Bettische Gruppe.

Fir diese Homologieklasse erklart man weiter das Pontrjaginsche
Produkt folgendermassen: Zwei Simplexe f(T), f'(T") seien orientiert;
wir erteilen jetzt auch einer Zelle T'x T” eine bestimmte Orientiertung ;
die orientierten Zellen nennen wir S. Jedem Punkte z=(x,y) aus S
ordnet man den Punkt R(z)=f(x)f(¥)? zu; somit erhalten wir eine
Abbildung ~ von S in G. Wir dirfen daher A(S) als Produkt zweier
Simplexen f(T) und f(T") definieren. In ganz naheliegender Weise
lasst sich das Gruppenprodukt XY zweier Zyklen X, Y definieren;
wenn die Zyklen X und Y innerhalb ihrer Homologieklassen durch-
laufen, so dndert sich die Homologieklasse von XY nicht. Auf Grund
dieser Tatsache diirfen wir kurz vom Produkt der Homologieklassen
sprechen. Somit ldsst sich die additive Gruppe der Homologieklassen
fir eine Gruppen-Mannigfaltigkeit G zu einem Ring machen, der
iibrigens mit dem gewodhnlichen Homologie-Schnittring R(G) in engem
Zusammenhang steht.

2. Es sei G wie immer eine geschlossene Liesche Gruppe. Unter
dem Teiler verstehen wir diejenige abgeschlossene Untergruppe® von
G, der nicht ~0 in G ist’. Eine Reihe von Untergruppen in G:

GOGDGED - DG=e

heisst Normalreihe, wenn fir »=1,2, ...,1 jedes G, Teiler von G,_; ist.
Unsere Behauptung lautet :
Satz. Der Rang von G set r. Fiir jede Normalreihe

G>G1>G2>”‘>Gl=6

st die Anzahl 1 < r.
Beweis®. Es sei ¢ Teiler von G, der also nicht ~0 in G ist;

1) Als Koeffizientenbereich soll immer der Korper der rationalen Zahlen dienen.

2) Gruppenprodukt!

3) Sie ist bekanntlich ebenfalls eine geschlossene Liesche Gruppe.

4) Dieser Begriff rithrt von Lusternik und Schnirelmann her. Vgl. Méthode topo-
logiques dans les problémes variationelles, Actual. Scient. (1943). Man vergl. auch L.
Elsholz : Die Liange einer Mannigfaltigkeit und ihre Eigenschaften. Rec. Math. 5 (1939),
565-571, (in russ. Spr.), sowie R. H. Fox: On the Lusternik-Schnirelamann Category,
Ann. of Math. 42 (1941) 333-370.

Dabei verdient folgende Tatsache Erwidhnung : fur die Gruppen-Mannigfaltigkeiten
ist die hiesige Definition mit der ublichen gleichwertig, wie man aus dem Beweis des
nachstehenden Satzes leicht abliest.

5) Der Beweis verlduft wie bei Pontrjagin, a.a.0..
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ferner sei {Z;} die Menge von Zyklen in G’, die in G’ voneinander
unabhingig sind. Wir wéahlen zu diesem G’ einen Zyklus W so, dass
G’ und W nur den einen Punkt, nimlich Einheit ¢, gemein haben.
Mit ZW Dbezeichen wir wie oben das Gruppenprodukt von Z mit W.

Zunéachst stellen wir fest: Ist X nicht ~0 in G, so ist X bzw.
XW nicht ~0 in G. Es sei namlich X nicht ~0 in G’. Sodann
gibt es in G einen Zyklus derart, dass ihre Schnittzahl in bezug auf
G 3¢(X,Y)x0 ist. Da W und G nur einen einzigen gemeinsamen
Punkt e haben, folgt offenbar

Se(X, YW)=+ts:(X, Y).

Daraus erhilt man immerhin sg(X, YW) 30 und sa(XW, Y) 0.
Dies bedeutet nun, dass X und XW nicht ~0 in G sind.

Wir zeigen jetzt, dass {Z;} und {Z;W} in G unabhingig sind.
Gesetzt namlich, X sei ~YW in G, wobei X, Y in G’ ist. Dann ge-
niigt es zu zeigen, dass X~ Y ~0 in G’ gilt. Wir wéahlen einen Punkt
p ausserhalb von G’. Es ist ohne weiteres klar, dass X ~ X, gilt.

Infolge der Annahme X~ YW in G folgt nun

X-YW~X,—YW~0 in G.

Der Schnittzyklus von G’ mit demjenigen, der ~0 in G, ist ~0 in @
Wegen

(Xp— YW) o G/= + Y
erhalt man also
Y~0 in @,

woraus YW ~0 in G folgt. Es ist also X~0 in G; folglich ist nach
dem oben Gesagten X~0 in G

Aus dem Bewiesenen folgt unmittelbar : die Summe der Bettischen
Zahlen von G ist wenigstens zweimal so gross als diejenige von G'.
Wendet man dieselbe Schlussweise auf Normalreihe

G>G1>G2> "‘>G1=e

schrittweise an, so iberzeugt man sich leicht davon, dass es in G
wenigstens 2! unabhingige Zyklen gibt. Nach dem anfangs genannten
Cartanschen Satz ist die Summe der Bettischen Zahlen von G gleich
27, Daraus folgt | < » w.z.b.w.

Die damit bewiesene Tatsache kénnen wir kurz so aussprechen :

Die Linge der Gruppen-Mannigfaltigkeit ist hochstens gleich dem
Rang. Dabei versteht man unter der Linge von G die grosste ganze
Zahl I von der Eigenschaft, dass es eine Normalreihe

G>G1> Gz) "'>G1=6

gibt, deren Anzahl [ ist.

Wir betrachten nun beispielsweise die Drehungsgruppe D" in =
Dimensionen. Pontrjagin hat rechnerisch—unter Heranziehung der
oben genannten Gruppenbildung —die Homologiebasis geschlossener
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Liescher Gruppen aufgezihlt. Im Laufe seiner Uberlegungen ergibt
sich leicht das folgende Resultat :

Die Drehungsgruppe hat folgende Normalreihe, je nachdem =
gerade oder ungerade ist,

D¥ > DY 15 DY 35 ... e,
DYl S DAl S PR3 — ...5 e,

Infolgedessen muss jede Untergruppe D** gerader Dimensionen not-
wendig ~ 0 sein.

Weiter heben wir noch den Zusammenhang hervor, der zwischen
Linge und Rang besteht. Die Linge von G stimmt mit dem Rang
itberein, falls man als G die einfache geschlossene Liesche Gruppe
wahlt, welche den vier grossen Klassen in der Killing-Cartanschen Auf-
zahlung angehort.

3. Neuerdings haben sich Hopf und Samelson in einer Reihe von
Arbeiten mit den topologischen Eigenschaften der Wirkungsriume
geschlossener Liecher Gruppen beschiftigt’. Die Charakteristik eines
solchen Wirkungsraumes ist, wie sie gezeigt haben, positiv oder Null.
Daraus ergibt sich unmittelbar folgende Tatsache :

@G sei eine geschlossene Liesche Gruppe; ferner sei T ein maxi-
males Toroid in G; dann st die Dimension des Wirkungsraumes G|T
immer gerade. Denn die Euler-Poincarésche Charakteristik ¥ des
Wirkungsraumes G/T' ist immer positiv; daher kann es nie ungerade
sein, da sonst ¥=0 wére.

Wir betrachten jetzt die Drehungsgruppe D? in drei Dimensionen.
Dann gilt folgender

Satz. D® hat keine andere zusammenhingende Untergruppe als
die Kreislinie TV ?.

Beweis. Zunichst beweisen wir, dass D? keine Torus T?=T'x T
enthilt. Man nehme an, 7% wéire ein maximales Toroid in D?®. Dann
ist X(D}/T%» > 0. Das ist aber nicht der Fall, da dim (D?/T?=1 ist.

Wir dehmen jetzt an,—im Gegensatz zu dem zu beweisenden
Satz —dass D? eine solche D enthilt. Ein maximales Toroid von D
sei T. Mit denselben Schliissen wie oben erhilt man ¥(D/T)> 0. Mithin
ist dim (D|T) gerade. Andererseits muss D 2-dimensional sein, was
unmoglich ist, denn es ist ja dim (D/T)=1. Damit ist alles bewiesen.

Zum Schluss will ich im Anschluss an das Vorige eine Vermutung
dussern. Es sei D™ wie vorher Drehungsgruppe in n Dimensionen.
Die hochst-dimensionale abgeschlossene Untergruppe von D" ist eine
Drehungsgruppe in »—1 Dimensionen. Solche Untergruppe sind also
miteinander konjugiert.

1) Vgl. insbesondere, H. Hopf und H. Samelson: Ein Satz iiber die Wirkungs-
riume geschlossener Liescher Gruppen, Comment. Math. Helv. 13 (1941).

2) Vgl. diesbeziiglich, D. Mongomery and L. Zippin: A theorem on rotation group
of the two sphere, Bull. Amer. Tr. 46 (1940), 520-521. Dieser Satz ist tibrigens eine
leichte Folge aus dem unsrigen.



