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140. Les anneaux des opérateurs et les dimensions, II".

Par Motokiti KoNDO.
L’institut mathématique, I'université impériale de Kyusyu.
(Comm. by S. KAKEYA, M.LA., Dec. 12, 1944))

Le but de cette note est discuter la structure du module des
dimensions d’'un anneau des opérateurs et introduire la notion des
dimensions sur les idéaux de celui-ci.

12. Pour cela, nous considérons d’abord la somme directe (L,)
des espaces linéaires et celle des opérateurs.

Pour un ensemble A infini, nous introduissons une mesure m(Il")
complétement additive sur les sous-ensembles de A telle qu’on ait
m((/l))=1 pour tout élément A de A et puis étant donné un espace
linéaire B normé et complet, nous prenons une somme directe (L,)?
S=>;, ® B, des espaces B;(1e A), ot B;=B (1e A).

Pour deux éléments # et » de A, nous désignons par P, un
opérateur linéaire et borné sur & tel qu'on ait

P.(f® § ®0)=0 pour p3p,
0
=f®§ @0 pour p=pg,
et par & 'anneau des opérateurs déterminé par P, (u, v € A) et opéra-

teur identique I.

(12.1) Le commutateur borné %’ consiste des sommes directes
(L) 32, ® A; des opérateurs A,(1eA), ou A;=A, l'un
Pautre pour 1 et # de A.

En effet, pour un opérateur A de %’ et un élément f @ E @ 0¥
0
de &, il existe un élément g de B, tel quon ait A(f (-Bg_.' ®0)=
0
gD D0 et
Axp

A(f® E ® 0)=AP,(f ®§ @ 0)=P,A(f e‘r)gg @ 0)
=P (g®> ®0)=9gd® > @O0,
A%p A¥o

d’ot A peut étre écrit sous la forme > P A; et A,=A, V'un Pautre
pour A et u# de A. Inversement, tout opérateur de la telle forme
appartient & %’ et donc S’ consiste de tels opérateurs.

C.Q.F.D.

1) Cette note est le continu de ma note du méme titre que celle, parue dans ce
journal et dont le numero est manqué. De plus, nous la citons dans la suite comme
la partie I de cette note.

2) M. Konds, Sur les sommes directes des espaces linéaires, parue dans ce journal.

3) Pour la simplicité, nous écrivons dans la suite A%@ f2 au lieu de l%}/{,, @ fi.

€
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(12.2) #B"=%8B.

En effet, étant donné un opérateur A de HB”’ et un élément
f® A; @®0 de S, quand nous désignons par P une projection telle
0

qu’on ait Pg=¢(g)f et qu'on ait Pf=f, nous avons d’apres la définition
A(f@ 2 @ 0)=AQ(f ® Z ®0)=QA(f® }1‘ ®0),

oul Q= Z@P,] et P,=P (AeA), et done A(fQZGBO) peut étre
écrit sous la forme 2 ® a,f;, ou fr=f (AeA). Par suite, nous pou-

A€h
vons voir sans peine que A est une limite des combinaisons linéaires
de P,(p,o0e A) et I, dolt A appartient & %B. C.Q.F.D.
13. Pour un opérateur A linéaire et borné sur B, nous désignons
par A® un opérateur linéaire et borné sur & tel qu’on air A‘“’(}ZA ®f)
A€

=Af, @;j @® 0. Encore, pour un anneau £ des opérateurs sur B,
]

nous désignons par £ Pensemble de tous les opérateurs A tels
qu'on ait A4 e .

(13.1) A est un anneau des opérateurs sur & et isomorphique
isométriquement a .

(13.2) Etant donné un sous-ensemble M de B, quand nous désignons
par M Pensemble de tous les sommes f @2} ®0, ou feM,
"]

Me L(A)? entraine M™ e L(A£“) et inversement. De plus,
pour les éléments M et N de L(A), les relations IM < N,
MN et MN entrainent respectivement IM» < N,
P < N® ot MP 2N, et inversement. D'oll, nous
désignons par d(M) la dimension de M.

14. YEtant donné un anneau £ des opérateurs sur B, nous con-
struirons l'anneau &= u U.//N’ des opérateurs, c’est-a-dire, le plus

petit anneau qui contient %‘ et AP(1 e A).

(14.1) Le commutateur borné <5’ consiste des sommes directes
(Ll)’;;1 @ AP telles qu'on ait 4 € A et donec M e L(¢) entraine

IMP e [L(H) et inversement.
(14.2) Pour les éléments o, (k=1,2,...,n) de D(A), il existe tou-
jours la somme lzlc?k dans D(<5) et donc l'ensemble 3, de

tous les sommes algébriques des dimensions de D() est
contenu dans D(e5).

(14.3) Pour une somme algébrique s des dimensions de >, un idéal
principal (s) de >\ contient seulement la dimension s dans
D(s).

15. Or, en se servant D(s), nous pouvons donner Iinterprétation
géométrique clair & 4(£).

4) M. Kondj, loc. cit., T.
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(15.1) Pour que les deux dimensions d; et d, de D(A) sont égales
'une Dautre, il faut et il suffit qu’elles appartiennent au
méme idéal principal de >

Démonstration. Comme il est évident que la condition donnée est
necéssaire, nous démontrons dans la suité qu’elle est aussi auffisante.

Quand les deux dimensions d; et d, de D(A«) appartiennent
au méme idéal principal (s) de >, nous pouvons choisir une suite
{st} (k=1,2,...,n) des somme algébriques des dimensions dans (s) de
maniére que

1) S1=d1 et Sn':dz,

2) s,.1 est obtenue de s; en effectuant une opération de celles i),
il) et iii) de ma note, loc. cit., I, c’est-a-dire,

i) étant donnée une somme algébrique s=k§‘. dr, on défini une
somme s’=k}7§ dj, telle qu'on ait d, = dj;, (k=1,2, ..., m),

ii) étant donnee une somme algébrique s=kZ: dr, 'l existe d=
dp-1td,n, on défini une somme ¢ =1:Z_}—12dk+d,

ili) étant donnée une somme algébrique s=k%1dk, si 'on a d,=
d’+d”, on défini une somme ¢ =:§dk+d/+d”,

et de plus il existe les éléments My; (4=1,2, ...,mp; k=1,2,...,m) de
L(&5) tels qu'on ait

my
3) 3Ia=j2__ldkj et diy=d(Mry) (7=1,2,...,m; k=1,2,...,m),

4) les éléments My; sont contenus dans les ensembles Bi; re-
spectivement et B,;; sont distinet 'un l'autre.

my
Nous avons alors d(Zlimkj)=sk (k=1,2,...,n) et s =sps1 (k=
=

1,2, ...,n—1) dans D(). Or, il existe les opérateurs 4, (k=1,2,...,n)
de & tels qu'on ait

a) Ak(imn)DZ‘imm (k=1,2,...,m),

b) A (k=1, 2 ..,m) peuvent étre écrit comme les sommes des
produits P, B P, 28&"” - B{PPy, 4, o0 Biet (1=1,2,...,1).

En effet, nous posons d’2bord A;=I. Puis, nous supposons que
A, (k=1,2,...,7) sont déja définis et qu’ils remplissent les conditions
a) et b), et nous envisageons la somme s;.;. Si elle est obtenue de
s; en effectuant Popération i), nous pouvons supposer sans perdre la
généralité que m;,=m; et d;;=d;n; (G=1,2,...,m;), et alors il
existe dans  les opérateurs B; (1=1,2, ..., m;) tels qu’on ait B{/*1®
Pyjizii1iMi) = Mysrs. Or, quand nous posons

(*) :H-l“‘ { 2 B(M"'L")PMMHI z}A
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il remplit les conditions a) et b). En effet, nous avons d’aprés la
définition

™4 L
Aa‘+1(§mn) = {E BSMH'”P Aii1i+l,i}A.1'(ﬂR11)
Mj A . Mj Mj X .
= {121 BY 0P, i ai1i} gl ©) imjﬁgll ® BHIDP, i 2i1(Mn)

mg
=21 @D Mir s
1™

d’oti il remplit la condition a) et puis d’aprés les définitions de A4; et
A;,y, il remplit aussi la condition b).

Puis, si s;,; est obtenue de s; en effectuant opération ii), nous
pouvons supposer sans perdre la généralité que m;=m;—1, d;=d;i1;
(z=1,2,...,m;—2) et djmj_1+djmj=dj+1mj+1, et done il existe dans

les opérateurs B; (1=1,2, ..., m;—1) tels qu’on ait B@tOP, o ie1i(Ms)
2 My (6=1,2,...,m;—2) et BHHm-bp A.’imi-l,ljﬂmj—l(mimj_l ® s'mjmj)
=2 E)ﬁjﬂ,mj .+ D’ol, quand nous définissons A4, . bar légalité (*), il
remplit les conditions a) et b) de méme que le cas précédent.

Enfin, si s;.; est obtenue de s; en effectuant l'opération iii), nous
pouvons supposer sans perdre la généralité que mj.a=m;+1, dji=d;ju;
t=12,...,m;—1) et d,-mj=d,-+1_m7,+d7-+1,mj+l. Il existe alors dans

les opérateurs B; (i=1,2,...,m;+1) tels qu'on ait B{HOP, - r1:8(Ms)
2. SDtj-i—l;i ('i=1’ 29 evey my—l) et B%};Hm”P/Ijmﬂmej(mjmj) -?-_— 9:)’e:i+1,mj69

M;+1m..,» et done quand nous définissons A;,; par Végalité (*), il
741

remplit les conditions a) et b) de méme que le cas précédent.
Or, puisque toute produit P, B{* P, .,B¢? ... Bﬁ”l’Pﬂl_l,‘l peut étre

écrit sous la forme PﬂoulB‘”l), oll Be A, il existe un opérateur A de
S tel qu'on ait A,=P,,,, A et donc d'apres (*) PMMA“"’(S’Jku) =2 M,

ce qui entraine d;=>d,. Nous avons de méme d,=>d, et par suite
di=d,, c’est-a-dire, la condition donnée est suffisante. C.Q.F.D.

D’oti, quand nous faisons correspondre chaque dimension d de
D() & 1'idéal principal (d) de >3, nous avons un isomorphisme entre
D(#) et 4o(A)®, et done nous pouvons considérer 1idéal principal (d)
comme la dimension d. De plus, (d) contient seulement d comme un
sous-ensemble de D(&), et done nous pouvons considérer encore 1'idéal
principal (d) appartenu & >} comme la dimension d. Or, nous avons
pour tout idéal principal (s) de

()=(d)+(d)+ -+ +(dn) ,

ou s=kE"}ldk, et par suite tout élément de 4() désignent la somme des

dimensions de L(«#) dans D(<5), c’est-a-dire, il existe dans L(e5) un
élément dont la dimension est un idéal principal donné de >). Clest
Pinterprétation géométrique de 4(«#) et nous savons que le module des
dimensions est donné naturelment,
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16. Puis, nous considérons les dimensions des idéaux d’un anneau
des opérateurs sur B. Pour cela, nous prenons d’abord les représenta-
tion réguliére des anneaux des opérateurs.

Etant donné un opérateur A d’un anneau  des opérateurs sur B,
nous désignons par T4 un opérateur sur £ tel quon ait To(X)=AX
pour tout élément X de . Alors, il est linéaire et borné sur £ et
de plus | A |=|T4|, et 'anneau A, qui consiste de ces opérateurs est
la représentation réguliere de .

(16.1) #r est un anneau des opérateurs sur £ et isomorphique
isométriquement & .

(16.2) Le commutateur borné £’ consiste de tous les opérateurs
SAX)=XA sur A, ou A e A, et donce il est anti-isomorphique
isométriquement a .

(16.3) #7=M7 et la partie commune My L7 est le centre de
c/zT et uf(,T.

(16.4) L(Ay) et L(A7) consistent de tous les idéaux droits et ceux
gauches de A respectivement. Done, I’ensemble des idéaux de
deux cotés de & est la partie comme de L(A7) et L(AT).

(16.5) Pour que les deux idéaux droits a; et a, de £ sont équi-
valents 'un Pautre par rapport & £, il faut et il suffit
qu’il existe les deux éléments A, et A, de #£ ayant les
propriétés: A;a;2a; et A =2a;, et de méme pour les
idéaux gauches.

D’oli, nous pouvons introduire la notion des dimensions sur les

idéaux droits et ceux gauches comme nous avons fait dans la partie
I de ma note, loc. cit.



