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Résumé
Dans cet article, nous donnons des conditions suffisantes sur les quotients
partiels de k nombres p-adiques A1, Ag, ... et A (k > 2) pour que ces derniers
soient algébriquement indépendants. La méthode utilisée est basée sur le
théoreme de Ridout [Rid] qui exprime une condition suffisante de transcendance
de nombres p-adiques.

Abstract

In this article, we give sufficient conditions on the p-adic continued frac-
tions Aj, Ag, ... and Ay (k > 2) which ensure the algebraic independence of
these numbers. We use Ridout’s theorem which gives sufficient condition for
transcendence of the p-adic numbers.

1 Introduction.

En utilisant les fractions continues dans le cas réel, Mahler [Mal] a établi un
algorithme géométrique des fractions continues p-adiques pour I'utiliser dans I’approximation
rationnelle de nombres p-adiques. En 1970, Th. Schneider [Dea] a développé cet
algorithme de telle sorte que ’on puisse donner le développement de toute fraction
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continue p-adique.

Soient p un nombre premier fixé, (), le complété de () pour la valeur absolue p-
adique, Z, I’anneau des entiers de ), et C, le complété de la cloture algébrique de

@y

Dans [Bun|,P. Bundschuh a construit des exemples de couples de nombres réels

algébriquement indépendants en utilisant le critere d’indépendance algébrique d’Alain
Durand [Dur]. Dans [Kac|, nous avons généralisé ce résultat de Bundschuh et nous

avons construit un nombre fini quelconque de nombres réels algébriquement indé-

pendants en utilisant le théoreme de Roth [Rot] pour la transcendance, nous y avons

de méme étendu I'indépendance algébrique de deux nombres a @),,.

Dans le présent article, nous proposons la construction d’un nombre fini quelconque
d’éléments de ), algébriquement indépendants. La méthode utilisée est basée sur
le théoreme de Ridout [Rid]qui donne une condition suffisante de transcendance des
nombres p-adiques.
Nous donnons par la suite 'algorithme défini par W.Liansciang [Lia 1] qui donne
d’une facon plus simple que celles de Mahler et de Schneider le développement en
fraction continue p-adique de tout nombre p-adique.
Définition de l'algorithme
Soit £ un nombre p-adique de @), d’apres le développement de Hensel, £ peut étre
représenté d’une facon unique comme suit

E=c_ap “+ ... Fcop P4 co+ep+ept+ ..

avec a > 0, 0 < ¢; < p—1 pour tout ¢ > —a.

On définit la partie entiere p-adique du nombre £ qu’on note par [¢], par

[€lp=cap @+ ...+ cap ™t + o

si [€], # &, en littérature, la partie entiere est aussi utilisée pour
Coap 4 ...+ c_1p~! ( sans la constante cg.)

Soit ag = [£], st [€], # &, on éerit € sous la forme £ = &§ = ag + 5% avec [&1], > p,
ou | .|, est la valeur absolue p-adique de &;. Pour qu’il n’ait pas de confusion, on

notera | . | la valeur absolue usuelle.

Plus précisement,

Sl=0a1 P ™ . Far ap "t Faro+aaptaiep’ + ...
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avec a1, —q, # 0,01 > 1, on pose a; = [§1],.

A ce point, on procede comme pour les nombres réels, en posant

So=¢& ar=[&lp et &1 =

pour k> 1.
§ — ax

Alors aj, est un rationnel tel que 0 < ar < p et on a

&klp = laklp = p™ et |§rpalp > p.
D’apres ce qui précede, & peut s’écrire sous la forme & = [ag; a1, as, ..., an-1, &)

Remarque

a) Le processus précedent est illimité si et seulement si & ¢ @ et dans ce cas
le développement de & est dit une fraction continue p-adique simple infinie. Par
conséquent, on a

¢ = lim [ag;aq,as,...,a,), ( voir [Bed] pour les détails).

n—-+o00

b) Si le processus précedent s’arréte au bout d’'un certain rang n, alors &, = a,, et £
est dit une fraction continue p-adique simple finie.

Si on regarde ag, ai, as, ... comme des variables, on définit les polynémes p,, g,

pour tout n > 1 par les relations de récurrence suivantes :

p—2=0 p1=1 Pn = Gp Pn—1 + Pn—2

et our n >0 1

{q—2:1 q-1=0 {qn:anqn—1+qn—2 P o (>

On vérifie que p, et ¢, sont des polynomes en ag, a1, ..., a, avec des coefficients égaux
a 1 et que

lag; a1, az, ..., a,) = Pn pour tout n > 0.

n

1 : . . Py
En considérant ag, a1, as, ... comme des fractions p-adiques, soit — = [ag; a1, as, ...

n
avec P,, (), des entiers premiers entre eux. Donc I'une au moins des deux égalités
suivantes est vérifiée

(Po,p) = 1,(Qn,p) =1,

ou la notation (P, p) désigne le plus grand commun diviseur de P, et p.

Définition
Le nombre rationnel P,/Q), est appelé la nieme convergente du développement en
fraction continue p-adique de €.

Pour la preuve de transcendance des nombres p-adiques (éléments de @),) qu’on
considere dans cet article, on utilise le théoreme de Ridout que nous rappelons ici.
C’est une généralisation du théoreme de Thue-Siegel-Roth.
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Théoréme de Ridout.[Rid]

Soit ¢ un réel > 2 et £ un élément de Q,. Si l'inégalité |Q¢ — P|, < max(|P|,|Q|)™°
admet une infinité de solutions P,Q) € Z,() > 1 avec P et () premiers entre eux,
alors ¢ est un nombre p-adique transcendant.

2 Reésultat fondamental

Dans ce paragraphe, nous exprimons le résultat fondamental ott nous donnons
des conditions suffisantes sur les quotients partiels a,, ; pour j € {1,2, ..., k} pour que
les fractions continues p-adiques qu’ils définissent Ay, Ao, ..., Ax avec k > 2 soient
algébriquement indépendantes.

2.1 Notations et propri étés

a) Soient Ay, As, ..., A € @, \ @ et ayant pour développement en fraction
continue p-adique (simple) les expressions suivantes :

A1 = [ao’l; aii,---,0an1, ], ... et Ak = [ao’k; A1ks -5 Ok, ]

Pour j € {1,2,...,k} et pour tout n > 1 les a, ; sont des rationnels tels que

0<ao; <p
O<an; <p
Pour tout j € {1,2,...,k}, on pose Pnj _ [ao,15 Q1 j, ...y Qpj] OU Dy j €t @y ; sont
n’j
définies de la méme maniere que dans les relations (1), donc Pri st une fraction
qn,j

réduite.

b) Précisons qu’inversement, une suite de a,, définit un élément A € @), dont elle est
la suite des quotients partiels dans le développement en fraction continue p-adique.

Soient A = [ap; a1, ag,...] la fraction continue p-adique associée a la suite (a,) et

P, . .

Q—” = [ap; a1, as, ..., ap) sa réduite d’ordre n. On pose aussi &, = [0; an, Ani1, nia, -]
n

Lemme 1. Avec les mémes notations que pour b) ci-dessus, soit A € @, \ @,
alors on a

i)
pal, = lapas...anl, si ag #0
Pulp lag...an|, et |pil, =1 si ag=0
i)

|qn|p = |a1a2...an|p.
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iii)
At (=1" .
Qn Qn(qnfn—l—l + Qn—l)

iv)
P, 1

A-2 = ——
| Qn |p |ann+1 |p

Preuve. Les égalités i) et ii) se démontrent par récurrence, voir [Lia 1].
iii) et iv) mémes preuves que dans [Sch].

Lemme 2. Les notations sont toujours les mémes, soient A un élément de @, \ @
et p un nombre premier. Alors, on a

i) 0<p, < (p+ 1" pour tout n > 1.
i) 0 < g, < (p+ 1)", pour tout n > 1.

Preuve. En utilisant les définitions de p, et ¢, ainsi que les relations (1) du
paragraphe I) on prouve facilement les inégalités i) et ii).

2.2 Résultat principal

On reprend les notations de 1) a) ci-dessus.

Théoréme. Soient Ay, Ag, ..., Ay des éléments de Q)p, T un nombre réel > 1 et o
un réel > 2. Si v an |, > |anj-1lp, pour j € {1,2,....k} et

anilp > |an—1kly pour n suffisamment grand, alors, pour tout polynéme non nul
Pc Z[Xy, ..., X, tel que d = degx, P + ... + degx, P < 5, le nombre

p-adique P(Ay, As, ..., Ay) est transcendant.

Remarque. Notons que sous les conditions du théoreme, les nombres p-adiques
Aq, As, ..., Ag sont transcendants. Donc le résultat du théoreme contient celui de
[Lia 2].

Corollaire.  Soient r un nombre réel > 1 et (8,)n>1 une suite de nombres réels
> 2 et qui tend vers +00. Si v~ anjl, > |anj-1lp, pour j € {2,....k} et |anal, >

|an_1,k|£"—1 pour toutn > 1, alors, les nombres p-adiques Ay, As, ..., Ax sont algébriquement

dépendants.

Avant de donner la preuve du théoreme du résultat principal, nous énongons le
lemme 3 ainsi que quelques notations.
Soient P un polynéme non nul de Z[Xj, ..., Xi|, posons P = > B XXk,

i1in. ik
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avec degx, P < d; pour j € {1,2,.... k}.

Pour j € {1,2,....k}, on pose aussi A, ; = == = [a0,j,, Q1 j; ---; A j]-

n,j

P
Soit —~ la fraction suivante :
n

1

P(An,17 ...,An,k‘> - (qn,1>d1“‘(qn’k

)dk Z BZIZk (pn,l)il (qn,1>d1 i (pn,k)Zk (%’L,k)dk_ik .
(2)

L’egalité se lit en séparant numérateur et dénominateur

DPn = Z Bi1i2...ik (pn,l)il (qn,1>d1 i (pn,k)Zk (%’L,k)dk_ik

et g, = (qn,1>d1--~(qn,k>dk-

D’apres le lemme 1, il existe une constante C; = C(ag1,a02, ..., a0x) > 0 telle
que
z
max (pulp, |gnly) < C1 [T larjaz...an;ly. (3)
j=1

Enfin, pour n > 1, posons

P, = pn max (|palp, |qnlp), @, = ¢n max (|palp, [gnlp)

et ]
I n P/ 7 clle que I Q
—_ = 97/1 avec Qn € 7Qn >0 tell u ( ) ”> ’

Par conséquent, (Qn,p) =1 et |Qn], = 1.

Lemme 3. Avec les notations ci-dessus, on a :
i) S’il existe un réel r > 1 et un entier ny > 1 tels que pour j € {2,...,k} et pour
tout n > ng, ran,lp > |anj-1|p, alors pour n sufffisamment grand,

|@nilp > 7" |G, |p-
ii) Soit a un réel > 2, si |anklp > |an—1l; pour tout n > ny, alors il existe une

constante Cy = C'(a,ny1) > 0 telle que, pour n suffisamment grand, on a

|Gnils ™ < Colanls.

iii) Il existe une constante C3 = C(p, P) > 0 qui dépend du nombre premier p et
du polynéme P telle que

k
max ([P, Qn) < max (|P,],Q,) < Cs(p + )" T Jay5...an -
j=1

iv) Si |anjlp > |anj-1|p, pour j € {1,2,....,k} et pour tout n > ny, alors il existe
une constante Cy = C'(ag 1a02, -.., aGok, N2, P) > 0 telle que

|QnP(A1, ... Ar) — Py < C4|a1,1...an,1|§1|a1,1...an+1,1|;1,pour n assez grand.
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Preuve du lemme 3.

1) C’est la méme que dans le cas réel, voir [Bun].

ii) On la prouve de la méme maniere que dans le cas réel, voir lemme 2.5 de [Kac].
iii) D’apres les définitions de P,, Q,, P, et Q,, on a

max ([P, Qn) < max (|P,],Q,,) < max (|pu], |ga]) max (|puly, lgul,)-
En utilisant la relation (2), il existe alors une constante Cy = C'(P) > 0 telle que

k

max (|pn|7 |qn| < C(4 H( max (|pn,j|, |Qn,j|>>dj (4)
j=1

En vertu du lemme 2, il existe une constante Cs = C'(p, P) > 0 telle que

max (|pnl, |¢.] < Cs(p + 1)”(d1+...+dk) )

A partir de (3) et (5), on déduit le résultat.
iv) On sait que

|QnP (A1, ... Ak)—Polp = |Qulp| P(A1, ..., Ak)—Po/Qnlp = |P(A1, ...y Al)—P(An 1, s Ankd) lp,
donc il existe une constante Cs = C(ag 1, a02, --., aGok, P) > 0 qui vérifie
|QnP(A1, ,Ak) - Pn|p S 06 max |AJ - An,j|p = 06|A1 - An,1|p-

D’apres le lemme 1, on a

1

A1 — Apalp = ————
|qn,1qn+1,1|p

= |a1,1...an,1|;1|a1,1...an+1,1 ;1.

ce qui acheve la preuve du lemme 3.

Preuve du théoreme.

a) Nous allons montrer tout d’abord que pour tout polynéome P € Z[Xy, ..., Xk,
de degré total d vérifiant d < /2, on a P(A;, ..., Ax) # 0.

On suppose qu’il existe un polynéome non nul P € Z[Xy,..., X], de degré total
et minimal d < «/2, tel que P(Ay,..., Ax) = 0. En exprimant P en série de Taylor
en Aj, Ag, ..., Ag, on obtient

P(l‘l,...,l'k) —P(Al,...,Ak) = Z B(V)(l'l —Al)yl...(l'k—Ak)Vk (6)

V1+...+Vk21

avec v = (U1, ..., V).
Pour i = 1,2,..., k, soit B; = B,y ou la ieme coordonnée contient 1 et des zéros
ailleurs. En utilisant le fait que le degré de P est minimal, on aura fercément

oP
By = B(1,0,...,0) = —(Ay, ..., Ay) # 0.
83:1
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Par la suite nous prenons x; = A, 1,22 = Ana, ..., et xp = A, dans la relation (6),
ce qui donne

A,o— A A, — A
22 ik Ok

( (N EIEE) n,k) ( n,1 1){ 1 2An,1_A1 An,l_Al

+o(|An1—Ai1]) }-

(7)
Remarque
1) Le choix de By # 0 et celui de (A, 1 — A1) en facteur dans la relation (7) provient
du fait que |A, 1 — A;| est le maximum des |A, ; — A;| pour j € {1,2, ..., k}.
2) Pour j € {1,2,...,k}, d’aprs le 1) du lemme 3, on a

A’ - A 1 1,1
J n,j |Qn, An+1, ) < F—(2nt1)

|A1 — An1 |p B n,jqn+1,j
qui tend vers zéro quand n tend vers l'infini, de plus le fait que A,; — A4; # 0

implique que P(A,1, An2, ..., Ank) # 0 pour n assez grand.

Comme P(A,1,Ana, ..., Ank) # 0, il existe alors une constante E,, € Z,, telle que

E,
(P(Ay, oy ) — P(Ap, s Ayl = d|7|§
|qn,1“‘qn,kp

Puisque E, € Z, donc il existe kg € Z telle que |E,|, = p™.

(8)

De plus, on sait qu’il existe une constante Cg = C'(P, Ay, ..., Ag) > 0 telle que

|P<A17 ) Ak) - P(An,17 SRE) An,k)|p < C(6|*’41 - An,1|p- (9)
D’apres les relations (8) et (9), on obtient
pr
——a 1 < Ce| A1 — Ay (10)
|qn,1“‘qn,k p

Par ailleurs, d’apres 'hypothse |apn41.1]p > |@nk|p, on a

1 1 1
|A1 — An,1|p = < <

|qn,1qn+1,1|p |an+1,1|p |an,k|g .

(11)

En utilisant le fait que |a,klp > |an,;|p et le ii) du lemme 3, on trouve

|a—1
p

ankly > Crlqnk et |Gnklp > |gnjlp pour n assez grand (12)

En se servant des inégalités (11) et (12), la relation (10) devient
|qn,k|g_1 < C8|qn,k|g7

pour n assez grand.

Ce qui implique que o — 1 < d, et contredit ’hypothese du théoreme d < «/2.
Par conséquent, P(Ay, ..., Ag) # 0 pour tout polynéme non nul P € Z[X7, ..., Xi| de
degré total d < /2.
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b) Maintenant,on va montrer que P(Aj, ..., Ax) est transcendant.

La suite P(A,1, ..., An ) n'est pas stationnaire, la preuve est identique & celle qu’on
vient de voir pour prouver que P(Ay, ..., Ax) # 0.

D’apres le lemme 3, on a

k
max (|Pn|7 Qn) S Cl(p + 1)dn H |a1,ja2,j...an,j|;‘ff. (13)

J=1

Puisque |ay |, < |anklp et que di + ... + di, = d, alors (13) devient
(max (P, @u)* < Colp+ 1)1 il (14
Par ailleurs, |an1]p > |an-11]S pour tout n > 1 et |ay |, > p, donc

lanalp > po‘n_1 >(p+ 1)0‘(”_1) pour tout n > 1. (15)

Par conséquent, la relation (14) devient

(max (|Pal,@n))*" < Colan .. il anal . (16)

On utilise encore le fait que |a; |5 < a@iy1.1], pour tout i € {1,...,n — 1}, on trouve

(max (|Bl, Qn))** < Colas...ant1,1]p|anlp- (17)

Puisque, pour tout i € {1,...,n — 1} on a |a; 1|, > 1, alors
(max (|Py], Qn))*? < Colay 1...ans11|p|a11.--analp- (18)
Par ailleurs, le iv) du lemme 3 nous permet d’avoir
|QnP (A1, ..., Ap) — Polp < Cilag . .angaal, Hag . anal) (19)
Finalement, en utilisant (18) et (19), on trouve
1QuP(Ay, ..., Ay) — P, < Co( max (|P,],Qn)) "4,
pour n suffisamment grand.

Comme § > 2, le théoreme de Ridout nous permet de conclure.

Preuve du corollaire

Puisque la suite (3,)n>1 tend vers 400, alors I'hypothese du théoreme d < § est

vérifiée pour tout polynome P € Z[Xj,..., Xj|, ce qui prouve que les nombres p-
adiques Ay, Ao, ..., A sont algébriquement indépendants.
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