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Résumé
Dans cet article, nous donnons des conditions suffisantes sur les quotients

partiels de k nombres p-adiques A1, A2, ... et Ak (k ≥ 2) pour que ces derniers
soient algébriquement indépendants. La méthode utilisée est basée sur le
théorème de Ridout [Rid] qui exprime une condition suffisante de transcendance
de nombres p-adiques.

Abstract

In this article, we give sufficient conditions on the p-adic continued frac-
tions A1, A2, ... and Ak (k ≥ 2) which ensure the algebraic independence of
these numbers. We use Ridout’s theorem which gives sufficient condition for
transcendence of the p-adic numbers.

1 Introduction.

En utilisant les fractions continues dans le cas réel, Mahler [Mal] a établi un
algorithme géométrique des fractions continues p-adiques pour l’utiliser dans l’approximation
rationnelle de nombres p-adiques. En 1970, Th. Schneider [Dea] a développé cet
algorithme de telle sorte que l’on puisse donner le développement de toute fraction
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continue p-adique.

Soient p un nombre premier fixé, Qp le complété de Q pour la valeur absolue p-
adique, Zp l’anneau des entiers de Qp et Cp le complété de la clôture algébrique de
Qp.

Dans [Bun],P. Bundschuh a construit des exemples de couples de nombres réels
algébriquement indépendants en utilisant le critère d’indépendance algébrique d’Alain
Durand [Dur]. Dans [Kac], nous avons généralisé ce résultat de Bundschuh et nous
avons construit un nombre fini quelconque de nombres réels algébriquement indé-
pendants en utilisant le théorème de Roth [Rot] pour la transcendance, nous y avons
de même étendu l’indépendance algébrique de deux nombres à Qp.

Dans le présent article, nous proposons la construction d’un nombre fini quelconque
d’éléments de Qp algébriquement indépendants. La méthode utilisée est basée sur
le théorème de Ridout [Rid]qui donne une condition suffisante de transcendance des
nombres p-adiques.

Nous donnons par la suite l’algorithme défini par W.Liansciang [Lia 1] qui donne
d’une façon plus simple que celles de Mahler et de Schneider le développement en
fraction continue p-adique de tout nombre p-adique.

Définition de l’algorithme
Soit ξ un nombre p-adique de Qp, d’après le développement de Hensel, ξ peut être
représenté d’une façon unique comme suit

ξ = c−αp
−α + ...+ c−1p

−1 + c0 + c1p + c2p
2 + ...

avec α ≥ 0, 0 ≤ ci ≤ p− 1 pour tout i ≥ −α.

On définit la partie entière p-adique du nombre ξ qu’on note par [ξ]p par

[ξ]p = c−αp
−α + ...+ c−1p

−1 + c0

si [ξ]p 6= ξ, en littérature, la partie entière est aussi utilisée pour

c−αp
−α + ...+ c−1p

−1 ( sans la constante c0.)

Soit a0 = [ξ]p si [ξ]p 6= ξ, on écrit ξ sous la forme ξ = ξ0 = a0 + 1
ξ1

avec |ξ1|p ≥ p,

où | .|p est la valeur absolue p-adique de ξ1. Pour qu’il n’ait pas de confusion, on
notera | . | la valeur absolue usuelle.

Plus précisement,

ξ1 = a1,−α1p
−α1 + ...+ a1,−1p

−1 + a1,0 + a1,1p + a1,2p
2 + ...
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avec a1,−α1 6= 0, α1 ≥ 1, on pose a1 = [ξ1]p.

A ce point, on procède comme pour les nombres réels, en posant

ξ0 = ξ, ak = [ξk]p et ξk+1 =
1

ξk − ak
pour k ≥ 1.

Alors ak est un rationnel tel que 0 < ak < p et on a

|ξk|p = |ak|p = pαk et |ξk+1|p ≥ p.

D’après ce qui précède, ξ peut s’écrire sous la forme ξ = [a0; a1, a2, ..., an−1, ξn].

Remarque
a) Le processus précèdent est illimité si et seulement si ξ 6∈ Q et dans ce cas
le développement de ξ est dit une fraction continue p-adique simple infinie. Par
conséquent, on a

ξ = lim
n→+∞

[a0; a1, a2, ..., an], ( voir [Bed] pour les détails).

b) Si le processus précèdent s’arrête au bout d’un certain rang n, alors ξn = an et ξ
est dit une fraction continue p-adique simple finie.

Si on regarde a0, a1, a2, ... comme des variables, on définit les polynômes pn, qn
pour tout n ≥ 1 par les relations de récurrence suivantes :{

p−2 = 0
q−2 = 1

p−1 = 1
q−1 = 0

et

{
pn = an pn−1 + pn−2

qn = an qn−1 + qn−2
, pour n ≥ 0 (1)

On vérifie que pn et qn sont des polynômes en a0, a1, ..., an avec des coefficients égaux
à 1 et que

[a0; a1, a2, ..., an] =
pn
qn

pour tout n ≥ 0.

En considérant a0, a1, a2, ... comme des fractions p-adiques, soit
Pn
Qn

= [a0; a1, a2, ..., an]

avec Pn, Qn des entiers premiers entre eux. Donc l’une au moins des deux égalités
suivantes est vérifiée

(Pn, p) = 1, (Qn, p) = 1,

où la notation (Pn, p) désigne le plus grand commun diviseur de Pn et p.

Définition
Le nombre rationnel Pn/Qn est appelé la nième convergente du développement en
fraction continue p-adique de ξ.

Pour la preuve de transcendance des nombres p-adiques (éléments de Qp) qu’on
considère dans cet article, on utilise le théorème de Ridout que nous rappelons ici.
C’est une généralisation du théorème de Thue-Siegel-Roth.
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Théorème de Ridout.[Rid]
Soit δ un réel > 2 et ξ un élément de Qp. Si l’inégalité |Qξ−P |p ≤ max(|P |, |Q|)−δ
admet une infinité de solutions P,Q ∈ Z,Q ≥ 1 avec P et Q premiers entre eux,
alors ξ est un nombre p-adique transcendant.

2 Résultat fondamental

Dans ce paragraphe, nous exprimons le résultat fondamental où nous donnons
des conditions suffisantes sur les quotients partiels an,j pour j ∈ {1, 2, ..., k} pour que
les fractions continues p-adiques qu’ils définissent A1, A2, ..., Ak avec k ≥ 2 soient
algébriquement indépendantes.

2.1 Notations et propri étés

a) Soient A1, A2, ..., Ak ∈ Qp \ Q et ayant pour développement en fraction
continue p-adique (simple) les expressions suivantes :

A1 = [a0,1; a1,1, ..., an,1, ...], ... et Ak = [a0,k; a1,k, ..., an,k, ...]

Pour j ∈ {1, 2, ..., k} et pour tout n ≥ 1 les an,j sont des rationnels tels que{
0 ≤ a0,j < p
0 < an,j < p

Pour tout j ∈ {1, 2, ..., k}, on pose
pn,j
qn,j

= [a0,1; a1,j, ..., an,j] où pn,j et qn,j sont

définies de la même manière que dans les relations (1), donc
pn,j
qn,j

est une fraction

réduite.

b) Précisons qu’inversement, une suite de an définit un élément A ∈ Qp dont elle est
la suite des quotients partiels dans le développement en fraction continue p-adique.
Soient A = [a0; a1, a2, ...] la fraction continue p-adique associée à la suite (an) et
Pn
Qn

= [a0; a1, a2, ..., an] sa réduite d’ordre n. On pose aussi ξn = [0; an, an+1, an+2, ...].

Lemme 1. Avec les mêmes notations que pour b) ci-dessus, soit A ∈ Qp \ Q,
alors on a
i)

|pn|p =

{
|a0a1...an|p si a0 6= 0

|a2...an|p et |p1|p = 1 si a0 = 0

ii)

|qn|p = |a1a2...an|p.
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iii)

A− Pn
Qn

=
(−1)n

qn(qnξn+1 + qn−1)
.

iv)

|A− Pn
Qn
|p =

1

|qnqn+1|p
.

Preuve. Les égalités i) et ii) se démontrent par récurrence, voir [Lia 1].
iii) et iv) mêmes preuves que dans [Sch].

Lemme 2. Les notations sont toujours les mêmes, soient A un élément de Qp \Q
et p un nombre premier. Alors, on a

i) 0 < pn ≤ (p + 1)n+1, pour tout n ≥ 1.

ii) 0 < qn ≤ (p+ 1)n, pour tout n ≥ 1.

Preuve. En utilisant les définitions de pn et qn ainsi que les relations (1) du
paragraphe I) on prouve facilement les inégalités i) et ii).

2.2 Résultat principal

On reprend les notations de 1) a) ci-dessus.

Théorème. Soient A1, A2, ..., Ak des éléments de Qp, r un nombre réel > 1 et α
un réel > 2. Si r−1|an,j|p > |an,j−1|p pour j ∈ {1, 2, ..., k} et
|an,1|p > |an−1,k|αp pour n suffisamment grand, alors, pour tout polynôme non nul
P ∈ Z[X1, ..., Xn] tel que d = degX1P + ...+ degXkP < α

2
, le nombre

p-adique P (A1, A2, ..., An) est transcendant.

Remarque. Notons que sous les conditions du théorème, les nombres p-adiques
A1, A2, ..., Ak sont transcendants. Donc le résultat du théorème contient celui de
[Lia 2].

Corollaire. Soient r un nombre réel > 1 et (βn)n≥1 une suite de nombres réels
> 2 et qui tend vers +∞. Si r−1|an,j|p > |an,j−1|p pour j ∈ {2, ..., k} et |an,1|p >
|an−1,k|βn−1

p pour tout n ≥ 1, alors, les nombres p-adiques A1, A2, ..., Ak sont algébriquement
indépendants.

Avant de donner la preuve du théorème du résultat principal, nous énonçons le
lemme 3 ainsi que quelques notations.

Soient P un polynôme non nul de Z[X1, ..., Xk], posons P =
∑
Bi1i2...ikX

i1
1 ...X

ik
k ,
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avec degXjP ≤ dj pour j ∈ {1, 2, ..., k}.
Pour j ∈ {1, 2, ..., k}, on pose aussi An,j =

pn,j
qn,j

= [a0,j, , a1,j, ..., an,j].

Soit
Pn
Qn

la fraction suivante :

P (An,1, ..., An,k) =
1

(qn,1)d1...(qn,k)dk

∑
Bi1...ik(pn,1)i1(qn,1)d1−i1 ...(pn,k)

ik(qn,k)
dk−ik .

(2)
L’egalité se lit en séparant numérateur et dénominateur

pn =
∑

Bi1i2...ik(pn,1)i1(qn,1)d1−i1 ...(pn,k)
ik(qn,k)

dk−ik

et qn = (qn,1)d1...(qn,k)
dk .

D’après le lemme 1, il existe une constante C1 = C(a0,1, a0,2, ...., a0,k) > 0 telle
que

max (|pn|p, |qn|p) ≤ C1

k∏
j=1

|a1ja2,j...an,j|djp . (3)

Enfin, pour n ≥ 1, posons

P
′
n = pn max (|pn|p, |qn|p), Q

′
n = qn max (|pn|p, |qn|p)

et
Pn
Qn

=
P
′
n

Q′n
avec Qn ∈ Z,Qn > 0 telle que (Pn, Qn) = 1.

Par conséquent, (Qn, p) = 1 et |Qn|p = 1.

Lemme 3. Avec les notations ci-dessus, on a :
i) S’il existe un réel r > 1 et un entier n0 ≥ 1 tels que pour j ∈ {2, ..., k} et pour
tout n ≥ n0, r

−1|an,j|p > |an,j−1|p, alors pour n sufffisamment grand,

|qn,j|p > rn|qn,1|p.

ii) Soit α un réel > 2, si |an,k|p > |an−1,k|αp pour tout n ≥ n1, alors il existe une
constante C2 = C(α, n1) > 0 telle que, pour n suffisamment grand, on a

|qn,k|α−1
p < C2|an,k|αp .

iii) Il existe une constante C3 = C(p, P ) > 0 qui dépend du nombre premier p et
du polynôme P telle que

max (|Pn|, Qn) ≤ max (|P ′n|, Q
′

n) ≤ C3(p + 1)n(d1+...+dk)
k∏
j=1

|a1,j...an,j|djp .

iv) Si |an,j|p > |an,j−1|p, pour j ∈ {1, 2, ..., k} et pour tout n ≥ n2, alors il existe
une constante C4 = C(a0,1a0,2, ..., a0,k, n2, P ) > 0 telle que

|QnP (A1, ..., Ak)− Pn|p ≤ C4|a1,1...an,1|−1
p |a1,1...an+1,1|−1

p , pour n assez grand.
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Preuve du lemme 3.
ı) C’est la même que dans le cas réel, voir [Bun].
ii) On la prouve de la même manière que dans le cas réel, voir lemme 2.5 de [Kac].
iii) D’après les définitions de Pn, Qn, P

′
n et Q

′
n, on a

max (|Pn|, Qn) ≤ max (|P ′n|, Q
′
n) ≤ max (|pn|, |qn|) max (|pn|p, |qn|p).

En utilisant la relation (2), il existe alors une constante C4 = C(P ) > 0 telle que

max (|pn|, |qn| ≤ C4

k∏
j=1

( max (|pn,j|, |qn,j|))dj (4)

En vertu du lemme 2, il existe une constante C5 = C(p, P ) > 0 telle que

max (|pn|, |qn| ≤ C5(p + 1)n(d1+...+dk) (5)

A partir de (3) et (5), on déduit le résultat.
iv) On sait que

|QnP (A1, ..., Ak)−Pn|p = |Qn|p|P (A1, ..., Ak)−Pn/Qn|p = |P (A1, ..., Ak)−P (An,1, ..., An,k)|p,

donc il existe une constante C6 = C(a0,1, a0,2, ..., a0,k, P ) > 0 qui vérifie

|QnP (A1, ..., Ak)− Pn|p ≤ C6 max |Aj − An,j|p = C6|A1 − An,1|p.

D’après le lemme 1, on a

|A1 − An,1|p =
1

|qn,1qn+1,1|p
= |a1,1...an,1|−1

p |a1,1...an+1,1|−1
p .

ce qui achève la preuve du lemme 3.
Preuve du théorème.
a) Nous allons montrer tout d’abord que pour tout polynôme P ∈ Z[X1, ..., Xk],
de degré total d vérifiant d < α/2, on a P (A1, ..., Ak) 6= 0.

On suppose qu’il existe un polynôme non nul P ∈ Z[X1, ..., Xk], de degré total
et minimal d < α/2, tel que P (A1, ..., Ak) = 0. En exprimant P en série de Taylor
en A1, A2, ..., Ak, on obtient

P (x1, ..., xk)− P (A1, ..., Ak) =
∑

ν1+...+νk≥1

B(ν)(x1 −A1)ν1...(xk − Ak)
νk (6)

avec ν = (ν1, ..., νk).
Pour i = 1, 2, ..., k, soit Bi = B(ν) où la ième coordonnée contient 1 et des zéros
ailleurs. En utilisant le fait que le degré de P est minimal, on aura fercément

B1 = B(1, 0, ..., 0) =
∂P

∂x1
(A1, ..., Ak) 6= 0.
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Par la suite nous prenons x1 = An,1, x2 = An,2, ..., et xk = An,k dans la relation (6),
ce qui donne

P (An,1, ..., An,k) = (An,1−A1){B1+B2
An,2 − A2

An,1 − A1
+...+Bk

An,k − Ak

An,1 − A1
+o(|An,1−A1|)}.

(7)
Remarque

1) Le choix de B1 6= 0 et celui de (An,1−A1) en facteur dans la relation (7) provient
du fait que |An,1 − A1| est le maximum des |An,j − Aj| pour j ∈ {1, 2, ..., k}.
2) Pour j ∈ {1, 2, ..., k}, d’apr̀s le 1) du lemme 3, on a

|Aj − An,j

A1 − An,1
|p = |qn,1qn+1,1

qn,jqn+1,j
|p < r−(2n+1)

qui tend vers zéro quand n tend vers l’infini, de plus le fait que An,1 − A1 6= 0
implique que P (An,1, An,2, ..., An,k) 6= 0 pour n assez grand.

Comme P (An,1, An,2, ..., An,k) 6= 0, il existe alors une constante En ∈ Zp, telle que

|P (A1, ..., Ak)− P (An,1, ..., An,k)|p =
|En|p

|qd1
n,1...q

dk
n,k|p

. (8)

Puisque En ∈ Zp donc il existe k0 ∈ Z telle que |En|p = pk0 .

De plus, on sait qu’il existe une constante C6 = C(P,A1, ..., Ak) > 0 telle que

|P (A1, ..., Ak)− P (An,1, ..., An,k)|p ≤ C6|A1 − An,1|p. (9)

D’après les relations (8) et (9), on obtient

pk0

|qd1
n,1...q

dk
n,k|p

≤ C6|A1 − An,1|p. (10)

Par ailleurs, d’après l’hypoths̀e |an+1,1|p > |an,k|p, on a

|A1 − An,1|p =
1

|qn,1qn+1,1|p
<

1

|an+1,1|p
<

1

|an,k|αp
. (11)

En utilisant le fait que |an,k|p > |an,j|p et le ii) du lemme 3, on trouve

|an,k|αp > C7|qn,k|α−1
p et |qn,k|p > |qn,j|p pour n assez grand (12)

En se servant des inégalités (11) et (12), la relation (10) devient

|qn,k|α−1
p < C8|qn,k|dp,

pour n assez grand.

Ce qui implique que α − 1 < d, et contredit l’hypothèse du théorème d < α/2.
Par conséquent, P (A1, ..., Ak) 6= 0 pour tout polynôme non nul P ∈ Z[X1, ..., Xk] de
degré total d < α/2.
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b) Maintenant,on va montrer que P (A1, ..., Ak) est transcendant.

La suite P (An,1, ..., An,k) n’est pas stationnaire, la preuve est identique à celle qu’on
vient de voir pour prouver que P (A1, ..., Ak) 6= 0.

D’après le lemme 3, on a

max (|Pn|, Qn) ≤ C1(p+ 1)dn
k∏
j=1

|a1,ja2,j...an,j|djp . (13)

Puisque |an,j|p < |an,k|p et que d1 + ...+ dk = d, alors (13) devient

( max (|Pn|, Qn))α/d ≤ C9(p + 1)αn|a1,k...an,k|αp . (14)

Par ailleurs, |an,1|p > |an−1,1|αp pour tout n ≥ 1 et |a1,1|p ≥ p, donc

|an,1|p > pα
n−1 ≥ (p + 1)α(n−1) pour tout n ≥ 1. (15)

Par conséquent, la relation (14) devient

( max (|Pn|, Qn))α/d ≤ C9|a1,k...an,k|αp |an,1|p. (16)

On utilise encore le fait que |ai,k|αp | < ai+1,1|p pour tout i ∈ {1, ..., n− 1}, on trouve

( max (|Pn|, Qn))α/d ≤ C9|a2,1...an+1,1|p|an,1|p. (17)

Puisque, pour tout i ∈ {1, ..., n− 1} on a |ai,1|p ≥ 1, alors

( max (|Pn|, Qn))α/d ≤ C9|a1,1...an+1,1|p|a1,1...an,1|p. (18)

Par ailleurs, le iv) du lemme 3 nous permet d’avoir

|QnP (A1, ..., Ak)− Pn|p ≤ C1|a1,1...an+1,1|−1
p |a1,1...an,1|−1

p . (19)

Finalement, en utilisant (18) et (19), on trouve

|QnP (A1, ..., Ak)− Pn|p ≤ C10( max (|Pn|, Qn))−
α
d ,

pour n suffisamment grand.

Comme α
d
> 2, le théorème de Ridout nous permet de conclure.

Preuve du corollaire

Puisque la suite (βn)n≥1 tend vers +∞, alors l’hypothèse du théorème d < α
2

est
vérifiée pour tout polynôme P ∈ Z[X1, ..., Xk], ce qui prouve que les nombres p-
adiques A1, A2, ..., Ak sont algébriquement indépendants.
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Département de Mathématiques
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