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Abstract

In this paper we will give an application of functional calculus bound to
the growth of the resolvant in S(R™). We introduce the algebra C}(U) when U
is neighbourhood of o(f). We prove that the restriction to o(f) of an element
in CH(U) is C*° and O-flat in o(f). We establish also the theorem of functional
calculus

Résumé
Le but de cet article est de donner une application du calcul fonctionnel
lié & la croissance de la résolvante & ’algebre S(R™). On introduit 1’algebre
CH(U) pour U voisinage de o(f). On montre que la restriction & o(f) d’un
élément de l'algebre C}(U) est une fonction de classe C* au sens de Whitney
et O-plate sur o(f). On établit aussi le théoreme du calcul fonctionnel.

1 Introduction

Si on considere l'opérateur de Laplace (-A) qui est un endomorphisme continu
de S’'(R™), alors son spectre est R™. M.Hemdaoui a défini dans [2] Palgebre C (T, do)
ot dg(t) = (1+[t|*)~Y/2, T un secteur contenant strictement RT et § une fonction qui
contrdle la résolvante de opérateur (—A) sur T\R™. Il montre que la restriction
d’'un élément h de l'algebre CH(T, dy) a RT est de classe C™ tempérée ainsi que
toutes ses dérivées pour la méme filtration N, c’est a dire que pour tout k € N h
vérifie :

sup do(z)N|D¥h(x)| < oo

z€RT
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Réciproquement toute fonction h tempérée ainsi que ses dérivées pour la méme
filtration N sur R* se prolonge dans le secteur T en une fonction h de 'algebre
CH(T, 6p) de classe C* sur T et vérifiant sur RT :

D*dh(z) = 0
ot t = x +iy et o € N2, Ainsi il montre que 'algébre des restrictions & R* de
'algebre C}(T, dp) est utile pour le calcul fonctionnel.

Le but de cet article est de donner une application du calcul fonctionnel a
I'algebre S(R™).

Dans [8] Waelbroeck étudie 'extension du calcul fonctionnel holomorphe lié a la
croissance de la résolvante d’un élément régulier d’une algebre localement convexe
complete a unité. Il introduit une algebre abstraite X de fonctions supposées vérifier
une condition plus faible que I'holomorphie. Dans cet article nous introduisons
I'algebre C}(U) pour U un ouvert borné, voisinage de o (f) et ¢ une fonction lipschitzienne
positive controlant la résolvante d’'un élément f de S(R").

Nous étudions complétement cette algebre et nous montrons que si h € C}(U)
alors sa restriction au spectre de f est de classe O et ”0-plate”, en particulier h
est holomorphe a l'intérieur du spectre, si le spectre a un intérieur non vide. Nous
nous sommes heurtés au probleme de prolongement (Solution partielle en utilisant
le théoreme d’extension de Whitney).

Du point de vue calcul fonctionnel nous montrons que 1'algébre Cj (o (f)) est utile
pour le calcul fonctionnel et nous donnons dans ce cas une extension du théoreme
de composition di a Waelbroeck [7] et du théoreme d’Arens-Calderén [9)].

Signalons que le calcul fonctionnel multidimensionnel lié a la croissance des
coefficients spectraux de l'identité spectrale a été étudié dans le cas d'une algebre
de Banach commutative et unitaire par C.Wrobel [10] et dans le cas bornologique
par Nguyen The Hoc, voir [5] et [6].

2 Lalg ebre CH(U)

Soient K un compact dans C et U un voisinage ouvert de K.

Définition 1. : Une fonction ¢ définie, positive et lipschitzienne sur U est dite tres
plate au voisinage de K si & vérifie pour tout entier m € N :
supd(z)d(z, K)™™ < o0
zeU
Comme conséquence on a § ' = 400 sur K.
On désigne par A(K) l'ensemble des fonctions ¢, définies au voisinage de K et
vérifiant cette définition.
Définition 2. : h € C}(U) si et seulement si :
(i) h est continue et bornée sur U,
(it) [y 671(N) |9xh(N)| dm(X) < 0o ot 95 = 2 et dm la mesure de Lebesgue sur C.
On remarque que Oh = 0 sur K au sens des distributions.
On munit I'algébre C}(U) de la norme suivante :

Illos =sup (R + [ 67(A) [95h(N)ldm(X) 21)
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Proposition 1. : L’algébre CH(U) est une algébre de Banach.

Démonstration :
On considere 1’espace suivant :

Li(U) ={g € M(U) / liglh.s = /U 07NN lg(N)ldm(X) < +o0} (22)

C’est un espace de Banach pour la norme ||.|1,.

Soit (h;);en une suite de Cauchy dans C} (U) alors la suite (h;)jen converge uniformément
sur U vers une fonction h.

La suite (95h;)jen est de Cauchy dans L}(U), soit g sa limite dans L}(U). Au sens
des distributions et grace au théoréeme du graphe fermé on a d5h = g, d’ott C}(U)

est un espace complet.

Comme pour (h, 1) € Cx(U)? on a :
1hh s < llhllos (1B llus

alors C}(U) est une algébre de Banach. u

2.1 Structure topologique de I'alg  ebre C}(K)
On considere la relation d’équivalence suivante sur I'algebre Ci(U) :
fRg< f=gsur K

L’algebre C(U)/R est de Banach, car le noyau de la relation R est fermé. Si U” C
U’ C U sont trois voisinages ouverts de K alors on a le diagramme commutatif
suivant :

Ry

Ci(U)/R C;(U)/R
Ru,u» %
C;(U")/R
avec Ryuy» = Ry uy»oRuus, ou Ryy: est la restriction d'un élément de 'algebre

C3(U) a l'algebre C§(U"). D’ou la famille (C;(U)/R)uev(k) est un systéme inductif
de limite inductive ’algébre notée C}(K). On écrit :

C5(K) = lim (C5(U)/R)

UeV(K)
Comme pour U € V(K) Papplications Ry i de C}(U)/R dans C}(K) est injective;
des lors 'algebre Ci (K) est une algebre topologique séparée et quasi-compléte.

Proposition 2. : L’algébre C}(K) est une limite inductive séquentielle d’algébres
de Banach.

Démonstration :
D’abord un lemme.
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Lemme 1. : [l existe un systeme fondamental décroissant d’ouverts (Up,)men relativement
compacts dans C, tels que :
(i) (vm € N) U, est un voisinage de K,

(i1)(¥Vm € N) Un+1 CUp,
(i) N Up =K.

meN
Démonstration :
On choisit U,, = {z € C/ d(z, K) <1/(m +1)}. u

Si U est un ouvert quelconque contenant K alors d’apres la compacité de K il existe
un entier naturel m tel que U,, C U et on considére la restriction Ry p,, de Ci(U) &
C}(U,,). On a aussi le diagramme commutatif suivant :

Ru,Um

Cs(Um)/R C;(U)/R
Um,K C(%(K) UK

avec RUm,K = RUm,UORU,K7 d’ou :
Cs(K) =lim (C5(Un)/R)

ainsi C}(K) est une limite inductive séquentielle d’algebres de Banach. |

2.2 Restrictiond’'un élémentde C}(U)a K

On montre que si h € C}(U) alors sa restriction & K est de classe C*™ au sens
de Whitney et 9 — plate sur K. Ce résultat n’est pas évident a premiere vue. Pour
I’établir on a besoin de la formule de Cauchy-Pompieu.

Théoréme 1. : Si h € C5(U) alors sa restriction a K est de classe C* au sens de
Whitney et 0 — plate.

Démonstration :
Rappelons la formule de Cauchy-Pompieu.

Lemme 2. : Soit Q un domaine dans C a bord régulier, si h € C1(Q) alors h vérifie
pour tout \ € €) :

) = {/8 hz) dz+/Q azh(? dzAdz} (2.3)

2 Q zZ— A Z —

dz sur OS2 est la différentielle d’ordre 1 définie par dz = dx + 1 dy et dz AN dzZ =
—2idx A dy, notée tout simplement dz dz. Pour la démonstration de ce lemme voir

3].

Théoréme 2. : Soit h € CH(U), ou U est un voisinage de K. Si Q0 est un domaine
a bord régulier dans U et voisinage de K alors pour tout A € K on a :

B = — {/8 ORI azh—(i)dzdz} (2.4)

271 Q 22— A QO Z—
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Démonstration :
D’abord un lemme.

Lemme 3. : Soit K,, = {z € U / d(z,Q) < 1/m} alors il existe une famille de
fonctions (¥ )men= dans D(R™) telle que :

suppm C K3
(H)S Y =1 sur K, et 0 <), <1
| D%|| < Ca mlel pour o € N"

La démonstration de ce lemme se trouve dans [4].

On pose K = V, ott V est un voisinage de K relativement compact dans U et
contenant (2. Soit h € CH(U) alors h € C(K'). Soit (h;)jeny une suite de fonctions
de classe C'! sur K’, convergeant uniformément vers h dans K’ alors la suite (h;);en
converge au sens des distributions vers h dans D'(V'). Pour tout A € C la suite de
fonctions ( z]( )) jen converge dans L' (V) vers I:(_Z/\,
et ﬁ est une fonction localement integrable pour la mesure de Lebesgue.

Soit A un point fixe dans K alors pour m fixé et supérieur a mg la suite (<
8;(;—]'/\),1/% >)jen converge vers < 0:(<), ¢y >. Montrons que la convergence
est uniforme en m 1ndependamment de )\ On a au sens des distributions :

car h est une fonction continue

h;
<a(z_ )djm = _<Z_>\782 m >
d’ou :
h; h L hj —h ]
<O ) > = < O—x) Ym >= = < T, O > (25)
hy L ()= b))
Y _ = i\2) —2)) o -
< P , 05y, > 5 /Km/s P Oz (2) dzdz
On a aussi :
(h(z) — h(2)) _ (h(z) — h(2)) _
" 0:Yp(2) dZdz = —t 2 O (2) dZd
/m/s z—A Ym(2) dzdz /1<m/3\ﬂ Z—A Ym(2) dZdz
d’ou :

sup.e - |h;(2) — h(2)|
d(K, 00) m/Km/s\Q dmi(z)

(hy(=) = (=) )
/Km/3 S Oz¥m(z) dz dz| <

Comme h; converge uniformément sur K’ vers h et comme m [ s\ dm(z) est

majorée par une constante alors < 0; ( ) Yy, > converge par rapport a j et
uniformément en m vers < 9:(%), ¢, >
Montrons qu’on a :

/ 0s( )\) dx dy (2.6)

Posons :

h
/Qag(z ") dudy - / 0. A) drdy = Ay jm + Asjom + Asim (2.7)
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avec
Al,j,m = fﬂ ( ) dx dy < 0: (z )71/}m
Asjm = <0:(:5),¢m>—<0: (z_x)
Asjm = < 0:(25),%m > — o 0:(25) dxdy

La suite de fonctions (¢, )men converge simplement vers la fonction caractéristique
de Q, notée xq. Comme m dépend de j alors on commence par les termes Aj ., et
As jm. Pour le terme Aj ; n,, on utilise (2.5), d’ott Az jm) converge uniformément en j
et m vers 0. En utilisant le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, le terme
A(1,j,m) converge vers 0 pour m dépendant de j et le terme A ;,,) converge vers 0
pour m assez grand. Comme le premier membre de 1’égalité (2.7) ne dépend pas de
m alors on a (2.6). Ainsi le théoreme 2 est démontré. n

La régularité au sens de Whitney est définie comme suit.

Définition 3. : Soit K un compact de R? ou d est un entier naturel non nul, on
dit que la famille (fo)qene est un champ de Whitney sur K si et seulement si :

(i) fa est continue sur K pour tout o € N¢,

(ii)si xg € K et |a| < r pourr € N alors sur K on a :

T — Xo g _
> furatoo) SR o — )

loa+B|<r

Définition 4. Soient K un compact de C et h une fonction définie sur K. La
fonction h est dite O-plate sur K si et seulement si on peut associer a h un champ
de Whitney (ha)aenz tel que hg = h et pour tout o € N? on ait :

ha(1,0) + thayo,1) =0

Si h est O-plate pour le champ (ha)aenz alors en utilisant le théoreme d’extension
de Whitney on associe au champ (hq)aenz une fonction h de classe C° sur un
voisinage de K et vérifiant pour tout o € N2 et tout A € K :

DYdh()\) = 0

Soient V' un ouvert voisinage de K relativement compact dans U, ¢ € D(V) et
t = 1 sur un voisinage de K. Si h € C}(U), on associe a h la famille de fonctions

suivantes : kL () d:(h1)(2)
1 ()22 > z _
ha(A) = — 2 /c (2 = Akt e

ou €K, a=(a,a) et k=|al =a; + as.

Comme la fonction ¢ absorbe au voisinage de K les puissances de d(\, K) alors la
famille (hq)aenz est un champ de Whitney sur K.

Montrons que h est O-plate sur K. Il suffit de montrer que h est limite uniforme sur
K d’une famille de fonctions holomorphes au voisinage de K. Soit (¢ )men+ une
famille de fonctions qui vérifie (H). Posons D = (1 — 1y, et aussi, pour A € K,

hn(\) = —— /Cz/?m(z) w dz dz

2mi z—A)
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alors h,, est holomorphe a l'intérieur de K,,. Il est facile de montrer que D%h,,
converge uniformément sur K vers h,. Comme D*0h,,, = 0 sur K pour tout m € N
alors on a :

hay(1,0) + that0,1) =0
ce qui montre que la fonction h est O-plate sur K et le théoreme 1 est démontré. m

D’ailleurs Waelbroeck [8] étudie la sous-algebre des éléments réguliers a l'ordre r + 1
de lalgebre X pour ¢ vérifiant §(z) > ed(z, K)"~'. Dans cet article, on utilise la
notion de régularité sur le compact K sans se préoccuper de la régularité de la
fonction en dehors du compact K, régularité qui s’avere non nécessaire.

Ezemple :

Soient M,, = n!®* pour s > 1 et 6(\) = infend(A, D)”% ou D est le disque unité,
alors 0(\) est équivalente a e:cp(—ﬁ)s_l) (voir [1]). Si h € CH(U) ou U est un
voisinage de D alors h est holomorphe sur D et pour tout A € D on a :

AN < ([llws ((n+ 1)1

En particulier si h € Cj, (U) pour L > 0 et 05(A) = infpen L™ d(X, D)2 alors sa
restriction a D est dans la classe de Gevrey, c’est a dire que pour tout L > 0 :

KN < Crlbllvs, ((n+ 1))t L

Réciproquement en utilisant un résultat de B.Droste [1] on montre que si h est
holomorphe sur D et de classe de Gevrey sur D alors il existe h une fonction de
classe C* sur un voisinage de D tel que h € Cs, (U) pour tout L > 0.

Applications :

Si K = QetsiheCHU) alors h est holomorphe sur € et les dérivées de h sur © se
prolongent jusqu’au bord de €.

Si h € CH(U) est de classe C™ sur un voisinage de K alors h vérifie sur K pour
la| <r:

D*0h(z) =0
en particulier si h est de classe C'*° sur un voisinage de K alors h vérifie sur K pour
a € N?:

D*0h(z) =0
Si on considere ’application suivante :

R:CHU) — C®(K)

h — (hOé>ozEN2

alors R est une application continue, c¢’est & dire que pour o € N? :

1halloe < callhllvs
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3 Calcul Fonctionnel

3.1 Spectre d'un élémentde S(R")

On munit l'algebre S(R™) de 'addition,la multiplication, la multiplication par
un scalaire et de la famille des semi-normes suivantes :

1Fllp.m = sup - sup (1+ [2|*)" |D* f ()] (3.1)

la|<m z€

L’algebre S(R™) munie de cette famille de semi-normes est une algebre de Fréchet
séparable. C’est une F-algebre.

Soit S(R") = C & S(R"), algebre obtenue par adjonction d’une unité. Pour la
multiplication le spectre de chaque élément de S(R™) est déterminé dans ’algebre
S(R™). Un élément de S(R™) s’écrit A @ f et S(R™) est munie de la famille des
semi-normes suivantes [|A @ f|lpm = [A| + || fllp.m-

Proposition 3. : Soit f une fonction dans S(R™) alors le spectre de f dans S(R™)
est la fermeture dans C de f(R™), c’est a dire que o(f) = f(R™") U {0}. On a aussi
pour (m,p) € N*> et A\ € C\o(f) :

0= 17 < emi 5

Démonstration :
Soit K = o(f), comme pour A € C\K on a :

A=NA=f"=1

alors pour |a| =m+1on a:

A=f).D*N=f)"t= > Df.DP(A- )7

0<f<La

d’ou par récurrence on a :

1
DA = f)7 | < emy 1D fl = s
Oggéa d(A7}() +3
ON POSE Cmitf = s Mz (YCocp<a 1D flloo, 1). ]

|a|=m+1
—_—

On appelle spectre de S(R™), noté S(R"), I’ensemble des caracteres continus de
lalgebre S(R™).

Proposition 4. Soit x un caractére non nul de l'algébre S(R™) alors il existe x € R"
tel que pour tout f € S(R™) :

Démonstration :
pour cela on a besoin d’une partition de I'unité particuliere.

Lemme 4. : il existe une fonction positive ¢ € D([—1,1]") qui vérifie l'identité

suivante :
> dle—k)=1

keZm
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comme conséquence de ce lemme on a aussi 1’identité suivante :

> ¢(2x—k)=1

kezZm

pour j € N.
Soit x un caractere non nul de S(R"), posons ¢, x(z) = ¢(27x — k) et :

I ={keZ") x(é;x) # 0}

Montrons que card(I;) est majoré par un entier qui ne dépend pas de j, si x est un
caractere non nul de S(R™) alors il vérifie x(f.g) = x(f)-x(g), d’ou pour f.g =0 on
a x(f) =0 oux(g) =0.

Si x(¢jk-Pjk) # 0 alors suppg, , rencontre suppg; i, d’ott suppy, rencontre suppdy .
comme le nombre de £ tels que suppgyr rencontre suppoy, est fini et ne dépend pas
de k alors card(I;) est majoré par cet entier, noté r. posons :

K = Uger; suppo;

alors le volume de K est majoré par .27 on a aussi K; N Kj1 # 0, d’ot NjenK;
est réduit a un point noté x, montrons que x(f) = f(x).
on a :

X(f) = > x(fxin)

kezZm

Comme on somme sur I; alors on a :

X(f = f@) = > x((f = f(@))-x5)

k‘EIj

on a aussi : i
(VfeSRM))  (Ix(NHI = [fll)
d’ou :

IX(f = f(@))] < sup |f(y) — f()]

yeK;

En conséquence de cette proposition le radical R(S(R")) de I'algebre S(R™) est
réduit a 0.

3.2 Calcul Fonctionnel Holomorphe

Comme les éléments de 1'algebre S(R™) sont réguliers, c’est a dire & spectres
compacts, alors on a le théoreme du calcul fonctionnel holomorphe pour un seul
élément, voir méme pour plusieurs éléments (voir [7] ott 'auteur montre que I’homomorphisme
du calcul fonctionnel est 'unique homomorphisme @ continu qui vérifie 1 =1 et
$z; = a; pour i € {1,...,n} et (ay,...,a,) n éléments réguliers d'une algebre
topologique commutative).
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3.3 Extension du Calcul Fonctionnel

3.3.1 Régularisation

Soit f € S(R"), posons K = o(f) dans S(R™).
Soit uy la fonction de S(R™) qui vérifie :

uy (A — f) =1 dans S(R™) pour A € K.

Soit (1)e)s>0 une famille de fonctions dans D(R?) qui vérifie (H’) :

Ye=1sur K. et 0 <. <1

suppipe © Ks.
(H')
| DY.|| < cqelel pour a € N?

posons :
V() = [1 = (V)] uy € S(R™)

M. El Hodaibi

(3.2)

(3.3)

Lemme 5. : Soit f € S(R"™) de spectre K. Alors il existe une famille (v;)eo définie

sur C et & valeurs dans S(R™) qui vérifie Uidentité suivante :
(A= ) v:(A) + () = 1 dans S(R™)
On a aussi I’égalité suivante sur C tout entier :
(A = f) 9:v-(\) = —9:4p-(N) dans S(R™).

cette égalité est une conséquence directe du lemme 5.

3.3.2 Théoréme du calcul fonctionnel

(3.4)

On dit que h € Cj4(K) si et seulement si h € C;(K) et h s’annule en 0.
Théoréme 3. : Soient f une fonction dans S(R™) avec K = o(f) et (¢c)es0 une

famille de fonctions qui vérifie Uhypothése (H’) alors on a :

(1) Si h € CH(K) alors h[f] = —5& liror}r Je h(X) Osv-(N\) dhdX € S(R™) est défini

21
et ne dépend pas du choizx de la famille (1.)e0.
Si h(0)=0 alors h[f] est dans S(R™).
(2) L’application ¢ :
D) : Cy(K) — S(R™)

h — h[f]

est un homomorphisme d’algebres continu.

Démonstration :
Commengons par montrer (1).
Soit h € CH(U) ot U est un voisinage ouvert de K.
Soit €9 > 0 tel que Ky, C U, étudions la différence suivante :

[ 1O (@:0:00) = 0z (V) dxd
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pour 0 < & < & < g. Calculons la norme || ||, de cette différence dans S(R™) pour
p et m entiers naturels quelconques. En utilisant la formule de Stockes on a :

/C h()) (0:v-(\) — Oz (N))
H/ O:h(A) (A= £)71 (=(A) = (X)) dAdA

(3.5)

p,m

d’ou :

[ (o) = o) avar| <

(A=1)

p,m

et / 8RN A, K) ™2 dm () (3.6)
Ko el

D’ou aussi :

< Cm,f.5 W(E) (37>

p,m

/C 0:h(N) (A= £)7" (0e(A) — (V) dAdA

Ou w(e) est une fonction de & qui décroit plus vite que n’importe quelle puissance
de €, ce qui est le cas car §(\) décroit plus vite que les puissances de d(\, K).

Si on choisit une autre famille (. )cso qui vérifie (H'), alors on associe & (1. )eo la
famille (7)e>o0-

Si on remplace dans (3.5), (3.6) et (3.7) ¢~ par 9. et v par 0. alors on a l'inégalité
suivante :

L 1O (@:0-(0) = 95 (3) dxdA

< Cm,ps W(€)

p,m

Ou w(e) est une fonction qui décroit plus vite que n’importe quelle puissance de «.
Comme le radical de I'algebre S(R™) est réduit a {0} alors on a (1).

Montrons (2). Pour chaque ouvert U voisinage de K, on pose :

&Y (h) —lim — /C () D-v.()) dAdA (3.8)

e—0 271

Soit Ry,p la restriction d'un élément de Cj,(U)/R & Cj,(U’')/R. On a alors le
diagramme commutatif suivant :

RU,U/

Cs0(U)/R Cso(U")/R
% oy’
S(R")
avec
oY = oY oRy 1 (3.9)

Comme Cjo(K) est la limite inductive de C;o(U)/R ou U décrit ensemble des
voisinages ouverts de K, on a alors le diagramme commutatif suivant :

\ /C”)

Cso(U
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avec
(I)g = (I)QORU,K
et
dy =lim ®f (3.10)
U

Montrons que ®4 est un homomorphisme d’algebres.
Soient (h, ') € C+(U)? alors on définit le produit tensoriel de h par I/, noté h @ h' :

(h®R)(s,t) = h(s) W'(t)
Soient les deux identités spectrales suivantes :

{(A—f)ve(Ang(A) ~ 1
A= fNwas(N)+ p(N) = 1

A partir de ces deux familles spectrales (v., ;) et (wer, per), on construit la famille
suivante :

Ue,e/ =1 Q® Pet Ve/ =1® wer €t Ze,e/ = 1/}5 & Per -

Par exemple on a U. (s, t) = v.(s) @ (t). On a aussi dans C? l'identité spectrale
suivante :

(s=NUeer + = f) Ve + Zee =1
On dit que h € CL, 5(U x U) si et seulement si h est continue et bornée sur U x U

et :
/U><U 5—1(5) 5_1(t) |a—)h(s’t)| dm(S,t) < 00

(s5t

On en déduit que si h € CH(U) et I/ € C§(U) alors h @ h' € C}, (U x U). Si on
utilise (1) du théoréme 3 pour deux éléments on a :

(h@M)[f, f]= lim (h @ h')(s,t) OsU.r(s,t) OfVe(s,t) dsdt ds dt

(27T’i)2 e,/ =0t JCxC

On a aussi le lemme suivant.
Lemme 6. Si h € C}(o(f)) et b/ € Ci(a(f)) alors on a :

(h @ I)[f, f1= hlfIN[f]

Démonstration :
Calculons la limite de ﬁ Joxe (h@ W) (s,t) OsUz e (s,t) OiV(s,t) dsdt dsdt.
On a:

1 —
i) / (h® )(5,t) OsUsor(s,t) O;Vi(s, 1) ds di ds dt =
™ CxC
1 3 !/ . —
W /C h(s) Osv.(s) dsds /C h'(t) e (t) Opwe (t) di di

Soit I'identité spectrale suivante :

A= Nl + ¢ () =1
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Alors on a :
Opls () = pur(t) Do (1
d’ou :
(h@W)[f, f1= hlfIN[f]
d’ou le lemme 6. ™

Considérons I’application suivante :
T:C— C?

s — (s, )

Cette application T se décompose en une injection i de C dans C? et en un automorphisme
S de C?, espace vectoriel sur C : on a i(s) = (s,0) et la matrice associée & S dans
10

11

On a ((h® K)oT)(s) = h(s)h'(s) = hh'(s) d’ou (h @ h')oT = hh'.
Lemme 7. :Si (h,h') € C54(o(f))* alors on a :

W' [f] = (h&h)oT)[f] = (h @ I)[f, f]

Démonstration :
Commengons par choisir ¢’ = & pour montrer que ((h® h')oS)[f,0] = (h@N)[f, f].
Soit H € C}, s(U x U); on suppose que H ne dépend que de t. Si h(s) = H(s,t)
alors on a H[f, f]| = h[f] car H vérifie H = h® 1.
On a l'identité spectrale suivante :

la base canonique est

(s=HU+X-HVe+ Z. =1

<(277) (v
(v )=
)= s

ou S* est 'adjoint de S et (

< S ( i:; ), ( gig::g; ) >+ Z0S(s't') =1

c’est a dire qu’on a l'identité spectrale suivante :

ce qui s’écrit : B
([e, >>+Z( t)y=1

U(s',t')
VI(s', )

( 5 ) On en déduit alors l'identité

Posons :

suivante :

(s' = DUV + ZL=1

avec Z.(s',t") = Z.(s,t). Calculons ((h ® h")oS)[f,0]; on a :

((h@h")oS)[f,0] = lim (h@h")0S)(s',t") OsU.(s,t) OV (s,t) ds' dt’ ds' dt’

(2mi)? e—0+ Jexc
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car (h®@ h')oS € C3(U x U’) ot &'(s',t') = 6(s') 6(s' + t') et U’ est un voisinage de

0 tel que U x U € S™HU x U).

Comme 05U, (s,t) 0V-(s,t) dsdt ds dt = dU. dV. ds dt ds dt alors on considére I’application
qui associe au vecteur (s,t, U, V7) le vecteur (s',t', UL, V) alors le jacobien de cette
transformation est 1, d’ou on a :

(h® h’)loS)[f, 0]

" miy tim [ (h@W)0S)(,¥) g UL(S' ) O V(') ds' i d’ i
_ : / g = a7
= @i 61_1)r0n+ e (h® h')(s,t) OsU-(s,t) OfV:(s,t) dsdt dsdt

= (h@N)[f1]
Montrons que ((h ® h')oS)[f,0] = h W/[f], comme on peut écrire :

U&{,E/ = 'U:: ® 805/, ‘/El/ = 1 ® w;/ et Zé’e/ = ’l/}s ® SOE/

avec :

{(S’—f) ve(s) +4e(s) =1

twl(t) + e (1) =1
alors on a :
((h @ h")oS)[f,0] =

1 _
li ’ "N OLU (s ) OV (s (IR Ty R SR )
2ni)? im Cxc((h ® h')oS)(s', 1) 0z UL (', 1) Op VI (s', 1) ds' dt’ ds' dt

Oron a:

((h® R')oS)[f,0] =
1
(2mi)? im0t

/ h(s') / (s + 1) oo ()0 V() dF dt'Ogvl(s') ds' ds'
o

Comme on a pour ¢ fixé et s’ € U\ K :

sup | (') |0 VL ()| dm(t') < oo

e’>0JC

alors pour A’ fonction continue sur U on a :

h'(s') =

: 1ot / (O V () dE dt!
o JL%&/C (s + 1) oo ()0 V() di dt

On a ((h® Kh)oS)[f,0] = hh'[f] et on a (h® h')oT = (h ® h')oSoi; alors :
((h @ h)oT)[f] = ((h® W')oSoi)[f] = (h® I')oS)[f,0]
Or on a montré que ((h ® K )oT)[f] = hK[f] et (h® h")oS)[f, f] = h[f]P[f]. =

Remarques :

On montre par substitution dans la formule de Cauchy-Pompéiu que h[f] = hof ;
on en déduit aussi que h h'[f] = h[f] '[f].

Si on considere une algebre topologique A, si a € A est un élément régulier de A et
si on peut controler la résolvante de a par une fonction o alors on définit 1’élément
hla] pour h € Cj(o(a))
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3.4 Convolution

Si on remplace la multiplication par la convolution alors on a les mémes résultats
que dans le théoreme 3 et on a aussi le théoreme suivant.

Théoréme 4. : Si (h, 1) € CLy(o(f))? alors on a :

(Vh[f1* = hlf] = hof et
(@)h B[] = h[f]" = W f]"
Démonstration :
(i) est une conséquence directe de (i). Pour montrer (i) on va rappeler l'identité
spectrale associée a f on a :

A=) ve(\) + ¥-(A) = 1

dans S(R™), d’otl par Fourier on a :

(Ao — f) * 0-(\) + ©(N) 6o = 6o

ou 0y est la mesure de Dirac a l'origine. Calculons h[f], on a par Fourier :

h[f] = L im h(A) 0z0-(X) dAdA

2l e—0+ JC

—_—

d’olt aussi h[f]* = h[f] = hof, ce qui termine la démonstration du théoréme 4. m

3.5 Extension du th éoreme de composition

D’apres le théoreme de 'image spectrale on a o(h[f]) = h(o(f)), pour h €
Cs(o(f)) et f € S(R).
Soient § € A(o(f)) et U un voisinage de o(f). On dit que h € C3(U) si et seulement
si h € CH(U) et h est de classe C' sur U.
Ci(o(f)) est par définition la limite inductive de la famille (C3(U))vev(x)- On a le
théoreme suivant.

Théoréme 5. : Soit f € S(R™), h € C¢(a(f)), on suppose que h est un difféomor-
phisme de o(f) sur o(h[f]). si on pose §'(h(z)) = 8(z) et si b’ € CZ(a(h[f])) alors
on a:
(i)h'oh € Cj(a(f)) et
(ii)(h"oh)[f]=h’[h[f]]

Démonstration :
Pour montrer (i) on a besoin de calculer d;(h'oh). A la fonction h’ on associe la
variable 2z’ = 2’ 4 i3y/. Commencons par calculer 0, (h'oh) et 0,(h’'oh). On a :

Ou(H oh) = Dyh! Duhy + Oyh Ophs

et
8y(h’oh) = Oy h 8yh1 + 8y/ h 8yh2

Comme 20;(h'oh) = 0,(h'oh) +i0,(h'oh) on a :
35(/1/0/1) = 395//1/1 3;]11 -+ @/hl 3;]12
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Comme h=h; +1hs on a:
0z(h'oh) = (0wh')(M(2)) (0:h)(2) — (0 h)(h(2)) (O:h2)(2) (3.11)

d’apres (3.11) on a (i). Pour (ii) on utilise le changement de variable n = h({). m

4 Théoreme des fonctions implicites appliqu € au calcul fonctionnel

Soient f une fonction de spectre K et F' une fonction définie et continue sur un
ouvert U’ € C x C. On suppose que F' vérifie :

si z € K alors il existe y € C tels que (z,y) € U’ et F(z,y) =0).
F,(z,y) est inversible pour F'(z,y) =0 et z € K.

) {

Proposition 5. : Si F une fonction de classe C' sur U’ vérifiant (H”) alors il
existe une fonction h de classe C* sur un voisinage V de K, vérifiant sur V :

F(z,h(z))=0

Démonstration :
Si on applique au point 0 le théoreme des fonctions implicites, alors il existe une
fonction h définie sur un voisinage V' de 0, vérifiant sur V' :

F(z,h(2))=0
Soit H l’ensemble suivant :
H = {z € K/ h est définie au voisinage de z}

montrons que H est a la fois un ouvert de K et un fermé de K. H est déja un ouvert
de K, pour montrer que H est un fermé de K, on utilise la condition de Lipschitz
que vérifie h. Comme H rencontre chaque composante connexe de K alors H = K.m

Soit K’ = {(z,h(z)) € C?/ (z € K)}.

Théoréme 6. : Soit I une fonction définie et de classe C' sur un ouvert U’ C CxC
et vérifiant (H”). On suppose que F € Cy(K') pour 6 € A(K') et que :

[ 10 F (2 ()67, () dm(2) < o0 (3.12)
Alors h € Cy(a(f)) pour 6'(z) = 6(z,h(z)) et on a :

FIf;hlf]] =0

Démonstration :
Onpose z =s+itety=s +it". Ona:

O:(F (., h(.))) = (0:F) (., h(.)) + (05 F)(., h(.)) Osh — (05 F) (., h(.)) Dzh
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Comme 0z(F'(.,h(.))) =0on a:
0= (0:F)(.,h(.)+ (O F)(., h(.)) Osh — i(05F) (., h(.)) Ozhs

Comme F)(z,y) est inversible sur un voisinage de K’ alors 0y F # 0 sur le méme
voisinage. D’ou :

O:h = — {(0=F) (. h(.)) = i(05F) (., h(.)) Ozha}

(as/F>('7 h())

Comme F vérifie (3.12) alors on a f,; |0h(2)] '~ (2) dm(z) < oo ot §'(2) = 6(z, h(2)).
Montrons que F[f, h[f]] = 0. Soient les deux identités spectrales suivantes :

{()‘_f)vf()‘)—i_we()‘) = 1
A=h[fHws(A) + ¢ (A) = 1

A partir de ces deux familles spectrales (v., ;) et (wer, per), on construit la famille
spectrale suivante :

Ue,e/ =1 Q® Per s Ve/ =1® wer €t Ze,e/ = 1/}5 & Per

Par exemple on a U. (¢, (') = v-(¢) p(¢'). On a aussi dans C? I'identité spectrale
suivante :

(C - f) Us + (C/ - h[f])ve/ + Ze,e/ =1 (3'13>

On définit le changement de variable suivant :

v =
o= = h(O)
alors l'identité (3.13) s’écrit :
(s = f)Ueer + (h(s) = Bf]) Ver + (t = (5)) Vo + Zer = 1
montrons qu’elle s’écrit :
A= NV + X Vot Z 0 =1

Soient les deux identités spectrales suivantes :

{ A= HveN) + v(N) = 1
A=Q 0N+ v(N) = 1
d’ou : Fo¢

0vz(A) — 00 (N) = . C&UE(}\)
d’ou aussi :

A= hQ) = (= O g Jim [ () 3= O A

or la fonction /\L—C v ainsi que ses dérivées par rapport a A sont controlées par §(A).
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Proposition 6. : On a :

D lim [ F(A (V) Dyve dXdA

Ffhlf]] =

Démonstration :
Le couple (f, h[f]) est transformé par le changement de variable en (f,0). Comme
dans le calcul fonctionnel le changement de la famille spectrale ne modifie pas la
limite, alors on choisit pour le couple (f,0) la famille spectrale suivante :

{ A= v\ + v(N) = 1
N ’UNJE/()\/) -+ @E/(X) = 1

ou Q. est de support la boule de centre 0 et de rayon &', d’ou :

1' F / ~6/ AN . O Ne/ dj\d)_\/ d)\d)\/
(27i)? o0t Joxe (F'(A X+ h(A)) G (X)O5ve 050

Ff,hlf]] =

Comme on a :
sup | |Per ()] |05 (N')] dm(X') < o0

e'>0
et :
1=

(27‘(’2) E/li_)fgl+ C ¢6/(A/>8X/w6/()\/) d)_\/ d)\/

alors pour ¢ fixé et A € U\K,, on a :

F(\ () = lim FON 4 k(X)) @ (N1t (N) dN dN

(27’('2) e'—0t JC

en conclusion :

FIF AU = Gy Jim [ FOLBOY) Oyee dRdx
comme F'(A, h(X)) = 0 sur un voisinage de o(f) alors on a le théoreme 6. n

Pour finir, signalons qu’on définit aussi un calcul fonctionnel multidimensionnel dans
S(R™)* 1ié & la croissance des coefficients spectraux de I'identité spectrale.

Je tiens a remercier le referee de cet article pour les corrections et les remarques
précieuses qu’il a apportées a cet article.
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