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Abstract

We obtain a general theorem of Le Page type on commutativity of Banach
algebras, which allows to get all the known results as corollaries, and we give
analogous results in the framework of locally m-convex algebras.

1 Introduction, terminologie et notations.

L’objet de ce travail est I’étude de certaines conditions entrainant la commutativité
dans les algebres normées ainsi que dans d’autres classes d’algebres topologiques,
notamment les algebres localement multiplicativement convexes. Nous commengons
par considérer un critere généralisant celui étudié dans les algebres de Banach par
C. Le Page ([13]). Ce critere généralisé a été déja examiné par les deux derniers
auteurs ([9]). Il est établi ici que les résultats obtenus dans les algebres de Banach
restent valides dans d’autres algebres topologiques. Dans les algebres A vérifiant
Az? = Az pour tout élément x, nous donnons une description de ’espace structurel
ainsi qu’une caractérisation du radical de Jacobson et montrons que ces algebres
sont commutatives modulo ce dernier. Enfin, nous examinons certaines conditions
équivalentes a la commutativité modulo le radical dans une algebre de Banach ou
dans une Q-a.l.m.c complete.

Une algebre localement convexe (a.l.c) est une algebre A munie d’une topologie
séparée d’espace localement convexe (e.l.c) pour laquelle le produit (z,y) — xy
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est séparément continu. Si la topologie de A est définie par une famille (Py), de
A-semi-normes, c’est-a-dire des semi-normes d’espace vectoriel vérifiant Py (xy) <
M(z, \)P\(y) et P\(yx) < M(z, \)P\(y) pour tout A et tous x,y € A, ou M(x,\)
est une constante positive dépendant de = et de A\, on dit que A est une algebre
localement A-convexe (a.l.A-c). Si M(x,\) = P\(x) pour tout z et tout A, on dit que
A est une algebre localement multiplicativement convexe (a.l.m.c) et si M(z, ) =
M (z) ne dépend que de z, elle est dite uniformément localement A-convexe (a.u.l.A-
¢). Une algebre A-normée est une algebre munie d’une norme d’espace vectoriel pour
laquelle le produit est séparément continu.

Une unité approchée (resp. a gauche ; resp. a droite ) dans I’a.l.c A est une famille
(ea)a d’éléments de A telle que pour tout = € A, les suites généralisées (e,z), et
(2€a)a (resp. (€a)q; resp. (zeq)q ) convergent vers x.

Si A est une algebre unitaire d’unité e, on désigne par C(A) = {x € A: zy = yx
pour tout y € A} le centre de A et par G le groupe des éléments inversibles de A. Si
G est ouvert dans A, on dit que A est une Q-algebre. Si A n’a pas d’élément unité,
on note A; = A@ C I'algebre obtenue par adjonction d’une unité a A.

Pour les notions de A-module topologique (resp. a droite, resp. a gauche), de
rayons spectral et numérique d'un élément, nous adoptons les définitions de ([4]).
Toutes les algebres considérées sont complexes et associatives.

2 Un crit ere généralis € de Le Page.

C’est C. Le Page qui inaugura ([13]) 1’étude de la condition ||zy|| < al|yz|| (ou
a > 0 est une constante) dans les algebres de Banach unitaires. Plusieurs auteurs ont
ensuite étudié cette méme condition dans les algebres de Banach non unitaires ou
en ont considérée des variantes plus générales ([3], [9], [10], [14], ...). Nous montrons
ici que les résultats obtenus s’étendent a d’autres algebres topologiques dont en
particulier les a.l.m.c.

Théoréme 2.1. Soit (A, (P})jes) une a.l.c telle que l'exponentielle opére dans A (ou
dans Ay si A n'est pas unitaire), (E, (1;)icr) un e.l.c et S : A — E une application
linéaire continue. On suppose que pour un certain ig, il existe une application g;, de
A dans Ry telle que :

Tio[S(uv)] < gip(vu);  (u,v € A) (1)

Alors : a) riy[S((zy)z) — S(2(zy))] = 0 pour tous x,y,z € A.

b) Si A admet une unité approchée a droite ou a gauche, alorsr;,[S(xy)—S(yx)] =0
pour tous x,y € A.

c) Si (1) est vérifiée pour tout uw € Ay et tout v € A, alors r;,[S(zy) — S(yz)] = 0
pour tous x,y € A.

Preuve. a) Soient z,y,z € A. On pose f(\) = S(eMzye*); X € C. Si ¢ est une
forme linéaire sur F, continue pour 7;,, I’application holomorphe ¢ o f est bornée.
D’apres le théoreme de Liouville, elle est constante. En prenant sa dérivée en A = 0,
on obtient ¢[S((xy)z) — S(z(zy))] = 0. Par le Théoréme de Hahn-Banach, on a alors
rip[S((2y)z) = S(2(xy))] = 0.

b) Suit de a).

¢) Pour z,y € A on pose g(\) = S(e’ye ) et on fait comme dans a). ]
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Le corollaire suivant est une extension des résultats obtenus dans ([9]) et ([15])
pour les algebres de Banach.

Corollaire 2.2. Soit (A, (Pj);es) une a.l.A-c compléte. On suppose que pour tout
J € J, il existe une constante o;j > 0 telle que :

Pi(uwv) < a;Pj(vu);  (u,v € A;je ) (2)

Alors : a) A*> = {wy;x,y € A} est contenu dans C(A).
b) Si A admet une unité approchée a gauche ou a droite, elle est commutative.
¢)Si (2) est vérifiée pour tout uw € Ay et tout v € A, alors A est commutative.

Remarquons que la condition (2) n’entraine pas la commutativité dans les algebres
de Banach. Un contre-exemple en est donné dans ([6]).

Soit (A, (Pj)jes) une alm.c. Pour j € J, on pose N; = {z € A : Pj(z) = 0}
et Aj = A/N;. Les éléments de A; seront notés 7,7, .... On munit A; de la norme
P; dedulte de P; et on désigne par pj( ) le rayon spectral d’un element de I’algebre
normée (A, P;) et par v(T) le rayon numérique, dans la complétée de (A;, P;), d'un
élément 7 de A;.

Corollaire 2.3. Soit (A, (P))
des conditions sutvantes :
(VielJ),3a; >0): Pj(uw) < ajp;(©u); (u,veAd) (3)
(Vj € 1), Ga; > 0): Fyuw) < (@) (wved) (4)
Viel),(3jeJ),(3a; >0): rz(uv) < aipj(Tu); (u,veA) (5)
ot (1;)icr est une famille quelconque de semi-normes définissant sur A une topologie
moins fine alors on a dans A les conclusions a), b) et ¢) du corollaire ci-dessus.

jeg) une a.l.m.c compléte et unitaire. Si A vérifie l'une

Remarquons que la condition Pj(u) < ajp;(u);(u € A;j € J) consdérée dans
([9]) est un cas particuliers de (3). Pour les conditions (3) et (5) il n’est pas nécessaire
que A soit unitaire.

Corollaire 2.4. Soit (A, (P;)jes) une a.l.A-c compléte, (E, (r;)ier) un e.l.c et S :
A — E une application linéaire continue. On suppose que pour chaque i, il existe
jedJeta; >0 tels que :

rilS(zy +y)] < aiPi(yr +y);  (v,y € A) (6)

Alors S(zy) = S(yx) pour tous x,y € A.

Preuve. En effet, la condition (6) est équivalente a r;[S(uv)] < a;Pj(vu); (u €
Aq;v € A). On conclut a 'aide du théoreme 2.1. ¢). ]

Ce corollaire est I’analogue du résultat de Niestegge ([14]).

Théoréme 2.5. Soit (A, (Pj);es) une a.l.c telle que l'exponentielle opére dans A
(ou dans Ay si A n’est pas unitaire), M un A-module topologique a gauche, X un
edlc, h : Ax M — X une application bilinéaire continue, (E, (r;)ier) un e.l.c et
S : X — FE une application linéaire continue. On suppose que pour un certain ig, il
existe une application q;, de M dans Ry telle que :

Tio[S(h(a,m))] < gi,(am); (a € A;m € M) (7)

Alors : 1) riy[S(h(b,am)) — S(h(ba,m))] = 0 pour tous a,b € A et tout m € M.
it) Si A admet une unité approchée a gauche (eq)acr, alors r; [lim, S(h(eq,am)) —
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S(h(a,m))] = 0 pour tout a € A et tout m € M.
iii) Si (7) est vérifiée pour tout a € Ay et tout m € M, alors r;,[S(h(e,am)) —
S(h(a,m))] = 0 pour tout a € A et tout m € M ot e est l'unité de A;.

Ce théoréme est une généralisation d’un résultat de ([10]). Sa preuve, identique
a celle du théoréme 2.1., utilise les fonctions fi(\) = S(h(be™2%, e*9m)) et g1(N\) =
S(h(e=2,e*m)) (a,b € A;m € M) au lieu de f et g respectivement.
Corollaire 2.6. Supposons que h(z,y) = xAy soit un produit continu sur A. Si
pour tout j € J, il existe une application q; : A — Ry telle que :

By[S(aAb)] < gj(ab);  (a,b€ Asj e ) (8)

Alors : i) S[xA(yz)] = S[(xy)Az] pour tous z,y,z € A
it) Si A admet une unité approchée pour les deux produits, alors S(xy) = S(zAy)
pour tous x,y € A
iii) Si (8) est vérifiée pour tout a € Ay et tout b € A, alors S(zy) = S(xAy) pour
tous x,y € A.

Si par exemple le produit A est le produit opposé (z,y) — yx, ce corollaire
contient l’analogue du résultat de Baker et Pym ([3]). Ce corollaire s’applique a
d’autres produits sur A : produit de Jordan, produits d’Arens, ....

3 Surles alg ébres v érifiant Az? = Az pour tout .
On considere une algebre A vérifiant la condition suivante :
Az? = Ax  pour tout ax€A (P)

Les algebres de Banach unitaires de ce type ont été étudiées par C. Le Page ([13]) et
d’autres ([7],[8],[11], ... ). Ici nous donnons une description du radical de Jacobson
dans les algebres vérifiant (P) et nous retrouvons les résultats de Le Page ([13]),
Duncan et Tullo ([8]), Oudadess ([15]) ainsi que ceux d’Esterle et Oudadess ([11]).
Nous obtenons également un théoreme de représentation pour certaines algebres
vérifiant (P).

Signalons que la condition (P), imposée a l’algebre normée A ne passe ni a sa
complétée Ania I’algebre A; obtenue par adjonction de I'unité a A.
Proposition 3.1. Soit A une algébre vérifiant (P). Alors :
i) RadA = {x € A:2* = 0}.
it) Si A est unitaire, alors A est semi-simple.
i) Si p est un idéal primitif de A, alors A/p est un corps.
Preuve. i) Si z € RadA, alors yz? est quasi-inversible pout tout y € A. Il existey € A
tel que 2% =y, d’ott 22 = 0. On en déduit que RadA C R={zx € A: z*=0}. Or
R est un idéal a gauche de A qui est contenu dans RadA d’apres ([4], p. 125).
iii) Soit p un idéal primitif de A et a un élément non nul de A/p. Il existe b € A/p tel
que a? = ba*. Alors u = ba* est idempotent et central dans A/p, c’est donc 1’élément
unité de A/p. Cela montre que A/p est un corps. n

On désigne par P l'ensemble des idéaux primitifs d’'un anneau A. Muni de la
topologie de Jacobson ([12]), P s’appelle I'espace structurel de I'anneau A.
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Proposition 3.2. Si A est une algébre vérifiant (P), alors lespace structurel de A
est séparé, localement compact et totalement discontinu.

Preuve. Les espaces structurels de A et A/RadA étant homéomorphes, on peut
supposer que A est semi-simple. En utilisant une méthode similaire & celle de ([12],
pp. 206-209), on démontre que si p; et po sont deux idéaux primitifs distincts de A,
il existe un ouvert compact et fermé O; de P tel que p; € Oy et py ¢ O;. En effet,
six € pp et x ¢ py, il suffit de prendre Oy = P(eA) ={p e P:eA Z p} ol e est un
idempotent central tel que ex = . [

Théoréme 3.3. Soit A une algébre semi-simple vérifiant (P). Si tout idéal primitif
de A est de codimension un, alors A est isomorphe a une algebre de fonctions
continues a valeurs complexes et a support compact sur un espace localement compact
et totalement discontinu.

Preuve. Soit v I'application de A dans I'algebre des fonctions complexes sur P définie
par ¢(a) =a@oua: P — C est donnée par a(p) = a, (a, = a + p). Comme A est
semi-simple, ¢ est un isomorphisme de A sur une sous-algebre 1(A) de I'algebre des
fonctions sur P. Soit a un élément non nul de A. Il existe un idempotent central
e tel que ea = a. Alors O = P(eA) = {p € P : eA € p} est compact ouvert et
fermé dans P. Or € est précisément la fonction caractéristique de O. Il en résulte
que €, et aussi a, est a support compact. Soit k£ une valeur particuliere prise par @
et Oy ={peP:a,=k} Alors O, = O({p € P : a — ke € p}. Comme le second
ensemble dans cette intersection est a la fois ouvert et fermé, I'ensemble O; est aussi
ouvert et fermé. Il en résulte que @ est continue. [ |

Théoréme 3.4. Soit A une algébre normée vérifiant (P).
1) Si A est semi-simple alors A est commutative.
2) Si A admet une unité approchée a gauche (ou a droite), alors A est commutative.

Preuve. 1) L’algebre A n’a pas d’éléments nilpotents puisqu’elle est semi-simple.
Soit  un élément non nul de A. Il existe y € A tel que 22> = ya*. Mais alors
22 = 42?2 pour tout n > 0 et donc AN RadA = {0} ot A est la complétée de
A. Soit p un idéal primitif fermé de Aetm: A— fl/p la surjection canonique.
Si 7(x) est un élément non nul de m(A), il existe y € A tel que e = yx? soit un
idempotent central vérifiant ex = . Alors 7(e) est un idempotent non nul qui, par
continuité de 7, est central dans 7w (A). Il en résulte que 7(e) est I'élément unité de
7(A) et m(x) est donc inversible. On en déduit que 7(A) est un corps. D’aprés le
théoreme de Gelfand-Mazur, ce corps est C. De méme 7(A) = C. Ainsi A/RadA est
commutative. Comme A RadA = {0}, Palgebre A s’identifie & une sous-algébre de
A/RadA, donc A est commutative.

2) 11 suffit de montrer que A est semi-simple. Si * € RadA, x = lim, e,z = 0 ou
(€q)a est une unité approchée a gauche de A. ]

En utilisant les techniques de ([8]), nous avons retrouvé le résultat suivant de
([11]). Pour la preuve, voir ([7]).
Théoréme 3.5. Si A est une algébre de Banach semi-simple et vérifiant (P), alors
A est commutative et de dimension finie (donc A= C",n > 0).

I1 résulte de ce théoreme q’une algebre de Banach unitaire vérifiant (P) est
isomorphe & C",;n > 0 ([8]) et q’'une algebre de Banach vérifiant (P) et a unité
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approchée a gauche (ou a droite) est isomorphe a C*,n > 0 ([15]). Il en résulte
également que les seules algebres de Banach vérifiant (P) sont les algebres de la
forme A = RadA@C",n € N ([11]).

On considere maintenant certaines algebres toplogiques non normées.

Proposition 3.6. 1) Si A est une algébre A-normée semi-simple vérifiant (P) alors

A est commutative.

2) Si A est une a.l.m.c a unité approchée a gauche (ou a droite) vérifiant (P), alors

A est commutative.

3) Si A est une a.u.l.A-c semi-simple et vérifiant (P) alors A est commutative.

Preuve. 1) On considere sur A la norme d’algebre définie par ||z||o = Supjy<1]|zy||

et on utilise le théoreme 3.4.

2) Si (Pj);es est une famille de semi-normes définissant la topologie de A, chaque

(A;, P;) est commutative et A est une sous-algebre du produit des A;.

3) Si (P))jes est une famille de semi-normes définissant la topologie de A, on pose

l|z||c = Supjes{Sup P;(zy); P;(y) < 1}. Alors ||.||. est une norme d’algebre sur A.
n

4 Alg ebres presque commutatives.

Dans une algebre de Banach A, la sous-additivité et la sous-multiplicativité du
rayon spectral sont équivalentes a la commutativité de 'algebre A/RadA (on dit
que A est presque commutative ([2])).

En utilisant une fonction quelconque qui domine le rayon spectral, nous donnons
d’autres propriétés équivalentes a la presque commutativité.

Théoreme 4.1. Soit A une algébre de Banach unitaire et ¢ : A — Ry une application
telle que p(z) < q(x) pour tout x € A.

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) p(zy) < p(2)q(y); (z,y € A).

2) Pour tout x € G, l'ensemble {x +y : q(y) < p(%_l)} est contenu dans G.

3) p(x +y) < p(x) + q(y); (z,y € A).

4) AJRadA est commutative.

5) p(x) = py)l < llx —yll;  (z,y € A).

6) [p(x) = p(y)| < gz —y);  (z,y€ A).

Preuve. 1)= 2) : Soit x € G et y € A tel que ¢q(y) < p(%_l). Alors p(x~ly) <

p(z7)q(y) < 1. Il en résulte que z +y = z(e + 27 1y) € G.

2) = 3) : Solent z,y € A, et A € C tel que [N > p(x) + ¢(y). On a p((A —
2)™a(y) < % < 1 et done p(z +y) < pl(z) + q(y).

3) = 4) : Pour z,y € Aet A € C*, soit f(\) = % La fonction p(f(X)) est
sous-harmonique ([2]) et tend vers 0 a I'infini car p(f(\)) < p(_y%l. Elle est alors

identiquement nulle. Par suite p(zy — yx) = 0 et donc A/RadA est commutative
(12)).

Il est clair que 3) = 6). Un raisonnement identique a celui utilisé pour démontrer
que 3) = 4) montre que 6) = 4) (et aussi 5) = 4)). Enfin, il est évident que
4) = 5). n
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Ce théoreme s’applique, en particulier, si ¢ est le rayon spectral ([2]) ou le
rayon numérique et si ¢ est la norme de 'algebre ([5]) ou une norme équivalente.
Il s’applique également si ¢ est la semi-norme de Ptak sur une algebre hermitienne
(14).

Supposons maintenant que A est une a.l.m.c unitaire qui est une Q-algebre. Pour
toute fonction holomorphe f de C dans A, la fonction p(f(A)) est sous harmonique
([1]). 11 en résulte que dans A, on a :

Théoréeme 4.2. Soit A une a.l.m.c unitaire compléte qui est une Q)-algébre et soit
q: A — Ry une application telle que p(x) < q(x) pour tout x € A. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

a) p(zy) < p(x)q(y);  (2,y € A).

b) Six € G, lensemble {x+1vy: q(y) < p(%_l)} est contenu dans G.

c) plz +y) < plx) +qly); (z,y€A).

d) A/RadA est commutative.

e) |p(x) —py)l < qlz—y);  (z,y € A).

Remarque : Si A est une algebre non unitaire, on note G° I’ensemble des éléments
quasi-inversibles de A et 2° le quasi-inverse d’un élément x de G°. Les deux théoremes
de cette section sont valides dans A avec G°, z° et ﬁ(mo) a la place de G, x et p(%_l)
respectivement.

Remerciements : Le premier coauteur remercie ’AUPELF pour le soutien financier.

Références

[1] M. AKKAR, C. NACIR : Unicité de structure d’algébres limites inductives
localement conveze de suites de (Q-algébres de Fréchet , Bol. U.M.I. (7) 10-A,
(1996), 157-168

[2] B. AUPETIT : Propriétés spectrales des algébres de Banach, 1L.N.M. 735,
Springer-Verlag, (1979)

(3] J. W. BAKER, J. S. PYM : A remark on continuous bilinear mappings, Proc.
Edinburgh Math. Soc. (2)17, (1970-71), 245-248

[4] F. F. BONSALL, J. DUNCAN : Complete normed algebras, Springer-Verlag,
New-York, (1973)

[5] O. H. CHEIKH : Algébres de Banach presque commutatives, C. R. Math. Acad.
Sci. Canada, Vol. XVII, No 6, (1995), 243-246

6] O. H. CHEIKH, M. OUDADESS : On a commutativity question in Banach
algebras, Arab Gulf J. Sci. Res. A6, No 2, (1988), 173-179

[7] O. H. CHEIKH, M. OUDADESS : Commutativity of normed algebras E
satisfying Ex® = Ex for every z, Dekker Lec. Notes in Pure and Applied Math.
Vol. 185, (1995)

[8] J. DUNCAN, A. W. TULLO : Finite dimensionality, nilpotents and quasi-
nilpotents, Colloq. Math. 37 (1977), 81-82



390 O. H. Cheikh — A. El kinani — M. Oudadess

9] A. EL KINANI, M. OUDADESS : Un critére généralisé de Le Page et
commutativité , C. R. Math. Acad. Sci. Canada, Vol. XVIII, No 2-3, (1996),
71-74

[10] A. EL KINANI, M. OUDADESS : Bilinear mappings and commutativity in
Banach algebras, Tiibinger Berichte Zur Functionalanalysis 6 (1996/97), 54-58

[11] J. ESTERLE, M. OUDADESS : Structure of Banach algebras satisfying Ax* =
Az for every x € A, Proc. A. M. S. 96(1), (1986), 91-94

[12] N. JACOBSON : Structure of rings, Colloq. Pub. 37, A. M. S. (1968)

[13] C. LE PAGE : Sur quelques conditions entrainant la commutativité dans les
algébres de Banach, C. R. Acad. Sci. Paris 265 (1967), 235-237

[14] G. NIESTEGGE : A note on criteria of Le Page and Hirschfeld- Zelazko for
commutativity of Banach algebras, Studia Math. T.LXXIX, (1984), 87-90

[15] M. OUDADESS : Commutativité de certaines algébres de Banach, Bol. Soc.
Mat. Mexicana, 28 No 1, (1983), 9-14

O. H. Cheikh
Faculté des Sciences et Techniques, Université de Nouakchott
B.P. 5026, Nouakchott, Mauritanie

A. El Kinani - M. Oudadess
Ecole Normale Supérieure Takaddoum, Département de Mathématiques
B.P. 5118, Rabat 10105, Maroc



